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1. 理论 力学 的 研究 对 象 

理论 力学 是 研究 物体 机 械 运动 一 般 规律 的 科学 。 „3 

物体 在 空间 的 位 时 随时 间 而 改变 ， 称 为 机 械 运动 。 机 械 翅 们 生活 和 生产 实践 中 
最 常见 的 一 种 运动 。 平 衡 是 机 械 运动 的 特殊 情况 

本 课程 研究 速度 远 小 于 光速 的 宏观 物体 的 机 械 运 gen 和 同和 生机 总 结 的 基本 定 
律 为 基础 ， 属 于 古典 力学 的 范畴 。 理论 力学 研 $ 的 是 这 种 运动 中 最 一 般 、 最 普遍 的 规律 ， 
是 各 门 力学 分 支 的 基础 。 


2. 研究 内 容 Хр 

(1) 静 力学 一 研究 物体 在 为 a 

AL 速度 、 加 速度 等 ， 不 涉及 作 
用 于 物体 上 的 力 ) 。 5 А 

(3) 8000—4095 МНЕ 间 的 关系 。 

3. 研究 > М 

(1) 通过 观察 和 实验 ， 分 析 、 归 纳 总 结 力学 最 基本 的 规律 。 

(2) 经 过 抽象 化 建立 力学 模型 ， 形 成 概念 。 

(3) 经 过 逻辑 推理 和 数学 演绎 ， 建 立 理论 体系 。 

(4) 将 理论 用 于 实践 ， 并 在 实践 中 验证 和 发 展 理论 。 

4. 学 习 目的 

(1) 为 解决 工程 问题 打下 一 定 的 基础 。 工 程 专业 一 般 都 要 接触 机 械 运动 问题 。 

(2) 为 后 续 课程 (如 材料 力学 、 机 械 原理 、 机 械 设计 等 ， 打 下 基础 。 

(3) 理论 力学 的 研究 方法 有 助 于 培养 正确 的 分 析 、 解 决 问题 的 能 力 。 

5. 学 习 理 论 力学 课程 应 注意 的 问题 


(1) 本 课程 与 物理 学 相 比 ， 理 论 力学 的 基本 概念 深化 了 ， 基 本 理论 系统 了 ， 基 本 方法 
实用 了 。 因 此 ， 同 样 的 定理 ， 用 理论 力学 方法 可 以 解决 物理 学 中 的 力学 问题 ， 但 反之 
未 必 。 

(2) 理论 力学 系统 性 强 ， 各 部 分 环 环 相 扣 ， 学 习 时 应 循序 浙 进 ， 及 时 拾 闭 补 阅 ， 要 注 
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意 正确 理解 有 关 力 学 概念 的 来 源 、 含 义 和 用 途 ; 注意 有 关 理论 公式 推导 的 根据 和 关键 ， 公 
式 的 物理 意义 及 应 用 条 件 和 范围 ， 注 意 各 章节 的 主 次 内 容 及 在 处 理 问 题 的 区 别 和 联系 ; 注 
意 温 帮 知 新 ， 及 时 复习 和 常 作 小 结 。 

(3) 有 意识 培养 分 析 和 解决 问题 的 能 力 ， 要 特别 注意 从 工程 实际 中 抽象 力学 问题 ， 应 
理论 力学 知识 对 提炼 出 的 力学 问题 进行 数学 描述 ， 并 求解 相应 的 数学 问题 ， 在 分 析 中 ， 
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既 要 定性 的 分 析 ， 又 要 做 定量 的 计算 ， 并 能 校 核 结果 的 正 误 。 





(4) 对 理论 力学 基本 概念 的 理解 和 理论 应 用 能 力 的 提高 是 通过 大 量 习题 的 求解 逐步 加 


法 做 ， 这 上 


j 











的 。 因 此 做 一 定量 的 习题 是 学 好 理论 力学 的 重要 环节 。 必 须 指 出 ， 习 题 应 当 在 理解 的 基 
上 做 ,切忌 不 看 书 、 不 复习 、 为 完成 任务 而 埋头 做 题 ， 有 些 习 题 要 精 做 ， 一 道 题 用 多 种 


Et 用 一 种 方法 做 多 道 题 有 收获 ,切忌 贪 多 求 快 ， 不 求 甚 解 ;， 要 能 从 错 题 中 吸取 


， 不 要 放 过 一 些 似是而非 的 模糊 概念 ， 学 会 训 析 、 抓 错 和 认错 ;习题 书写 要 规范 ， 要 
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静 力 学 是 研究 力 系 的 简化 及 物体 在 力 系 作用 下 平衡 条 件 的 科学 。 
“平衡 ”是 物体 相对 于 惯性 参考 系 保持 静止 或 作 匀 速 直线 运动 。 平衡 是 物体 运动 
的 一 种 特殊 形式 。 因 此 ， 可 以 认为 静 力学 是 动力 学 的 一 种 特殊 情况 ,不 过 由 于 工程 技 
本 发展 的 需要 ， 静 力学 已 积累 了 丰富 的 内 容 而 成 为 一 个 相对 独立 的 部 分 。 
在 静 力学 中 ， 主 要 研究 三 个 方面 的 问题 : 
(1) 物体 的 受 力 分 析 ， 即 分 析 物 体 共 受 多 少 力 及 每 个 力 的 大 小 、 方 向 和 作用 位 
置 ， 以 便 对 所 要 研究 的 力 系 作 初 步 了 解 。 
(2) 力 系 的 简化 ， 即 用 一 个 简单 的 力 系 来 等 效 替 找 一 个 复杂 的 力 系 ， 从 而 抓 住 不 
同 力 系 的 共同 本 质 ， 明 确 力 系 对 物体 的 总 效果 。 
(3) 建立 力 系 的 平衡 条 件 ， 即 研究 物体 平衡 时 ， 作 用 在 物体 上 的 各 种 力 系 所 需 满 
足 的 条 件 。 2 
六 力学 知识 不 仅 是 研究 动力 学 和 材料 力学 的 基础 ， 珊 民 寡人 技术 中 得 到 广泛 的 
应 用 。 因 此 ， 学 习 静 力学 有 着 十 分 重要 的 意义 。 < 
„ху 
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静 力 学 公理 及 物体 的 受 力 分 析 
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д) 
通过 本 章 的 学 习 ， 学 所 静 力学 的 基本 概念 各 焰 滑 学 公 理 ， 能 应 用 约束 和 约束 反 力 的 概 
RE A 

„ВЕ 


NS 


#5295. т 
РЕ. УРИ ож йени, талл (е 


е, А 


人 


地 画 出 其 受 力图 。 ,一 
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力学 是 什么 ? 力学 是 物理 、 化 学 和 工程 的 根本 。 力 学 对 科学 和 技术 的 贡献 是 巨大 的 。 
可 是 要 对 一 个 个 具体 的 力学 方面 的 成 果 进 行 估价 ， 却 是 很 困难 的 。 壁 如 评价 稻米 ， 你 可 以 
对 它 的 果实 定价 ， 说 一 斤 米 几 块 钱 。 舟 的 秆 是 稻草 ， 也 可 以 说 一 捆 稻 草 几 角 钱 。 那 么 ， 根 
呢 ? 它 长 在 泥巴 里 。 稻 子 害 了 ， 根 没 人 要 ， 只 好 翻转 来 ， 让 它 烂 掉 ， 做 下 一 代 的 养料 。 力 
学 对 于 工程 就 像 是 根 ， 它 的 作用 就 是 给 技术 输送 养料 ， 使 新 的 技术 出 芽 ， 生 长 ， 结 出 果 
实 ， 可 是 它 本 身 却 卖 不 出 钱 来 。 力 学 对 于 科技 的 作用 ， 又 有 点 像 普天 下 的 母亲 ， 孕 育 子 
女 ， 这 是 不 能 用 价格 来 衡量 的 。 

力学 是 研究 物质 机 械 运动 规律 的 科学 。 什 么 是 物体 的 机 械 运 动 呢 ? 一 般 来 说 ， 机 械 运 
动 指 物体 位 置 和 形状 随时 间 而 变化 。 它 既 包 括 物体 的 移动 、 转 动 、 流 动 和 变形 ， 也 包括 静 
Е (静止 是 运动 的 一 种 特殊 情况 ) 。“ 力 学 ”在 英语 中 叫 Mechanics ， 有 机 械 和 工具 的 意义 ; 
汉语 中 的 “力学 ”一 词 字面 上 是 力 的 科学 ， 已 没有 机 械 的 意义 了 。 

人 们 对 力 的 认识 ， 最 初 是 与 人 们 在 劳动 中 的 推 、 拉 、 压 等 活动 中 的 肌肉 紧张 、 疲 劳 的 
主观 感觉 联系 在 一 起 的 ， 随 后 又 由 实践 和 推理 ， 逐 渐 认 识 到 物体 之 间 也 存在 力 的 作用 。 

两 千 多 年 以 前 的 春秋 时 期 ， 我 国有 位 叫 墨 翟 的 著名 学 者 ， 他 有 一 部 有 名 的 著作 ， 叫 作 
(ҰЯ), вн “Л, НИД”, ЖЕ, “ЯУ” В “М”, НАЖАВ, т “6” 
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а 
字 表 示 物 体 由 静 到 动 、 由 慢 到 快 的 过 程 。 由 此 可 见 ， 墨 家 已 将 力 与 运动 联系 起 来 了 ， 并 初 
步 认识 到 力 是 使 物体 运动 状态 发 生变 化 的 原因 。 这 个 认识 与 后 来 牛顿 在 他 的 名 著 《 自 然 哲 
学 的 数学 原理 》 中 总 结 的 力学 第 二 定律 是 相 吻合 的 。 

静 力 学 是 从 公元 前 3 世纪 开始 发 展 ， 到 公元 16 世纪 伽利略 黄 定 动力 学 基础 为 止 。 这 期 
间 因 农业 、 建 筑 业 的 要 求 ， 以 及 同 贸 易 发 展 有 关 的 精密 衡量 的 需要 ， 推 动 了 力学 的 发 展 。 阿 
ЖЖ (2287—1212) 可 认为 是 静 力 学 黄 基 人 之 一 。 在 他 的 关于 平面 图 形 的 平衡 和 重 
心 的 著作 中 ， 创 立 了 杠杆 理论 ， 并 且 黄 定 了 静 力 学 的 主要 原理 。 著 名 的 意大利 艺术 家 、 物 理 
学 家 和 工程 师 达 . 芬 奇 (1452—1519) 应 用 力矩 法 解释 了 滑轮 的 工作 原理 ; 应 用 上 庶 位 移 原理 
的 概念 来 分 析 起 重 机 构 中 的 滑轮 和 杠杆 系统 。 和 荷兰 物理 学 家 斯 带 文 (1548 一 1620) 于 1586 
年 出 版 了 《 静 力学 原理 )， 论 证 了 力 合成 的 平行 四 边 形 法 则 ， 对 力 的 分 解 、 合 成 与 平衡 有 
了 比较 系统 的 认识 。 法 国力 学 家 伐 里 农 (1654—1722) 在 1687 版 的 著作 《新 力学 大 
Я) 中 ， 第 一 次 对 力矩 的 概念 和 运算 规则 做 出 科学 的 说 明 ， 静 力 附 斋 真 正 完备 起 来 。 法 国 
力学 家 潘 索 (1777 一 1859) 发 展 了 几何 静 力学 ， и. 首次 提出 
力 偶 的 概念 ， 提 出 了 任意 力 系 的 简化 和 平衡 理论 ， 以 В 定义 及 解除 约束 原理 。 从 而 
建立 了 静 力 学 的 体系 。 AN 

万 丈 高 楼 平地 起 ， 世 界 上 任何 一 种 建筑 
基础 就 是 力学 中 的 约束 。 但 实际 结构 是 很 复 








二 机 械 都 是 在 基础 上 建成 的 ， 而 这 种 
完全 按照 结构 的 实际 工作 状态 进行 力学 
分 析 是 不 可 能 的 ， 也 是 不 必要 的 。 2 必须 加 以 简化 。 
简化 应 遵循 的 原则 ; 结构 应 能 反 时 的 受 力 和 变形 性 能 ; 同时 又 要 方便 计算 ， 即 保 
留 主要 因素 ， be 入 的 揣 际 支 皖 情 况 进行 简化 ， 它 为 


后 续 章节 提供 了 必要 的 力学 训 杭 平台 。 
окон, 









学 完 本 章 后 ， 可 以 将 图 十 01 所 示 的 支 座 










(а) 钢板 岗 定 座 (b) 本 结构 支 座 (с) 橡胶 支 座 


(gd) 管道 约束 





ТИТ ШЕГЕТГІІ 
图 1.01 


11 静 力 学 的 基本 概念 











静 力 学 研究 物体 在 力 系 作用 下 的 平衡 规律 。 它 包括 物体 的 受 力 分 析 、 力 系 简化 、 各 种 
力 系 的 平衡 条 件 等 内 容 。 
力 系 是 指 作 用 在 物体 上 的 一 群 力 。 在 保持 力 系 对 物体 作用 效果 不 变 的 条 件 下 ， 用 另 一 
个 力 系 代替 原 力 系 ， 称 为 力 系 的 等 效 蔡 换 。 这 两 个 力 系 互 为 等 效力 系 。 若 一 个 力 与 一 个 力 
系 等 效 ， 则 称 此 力 为 该 力 系 的 合力 ， 而 该 力 系 的 各 力 称 为 此 力 的 分 力 。 
个 简单 力 系 等 效 替 换 一 个 复杂 力 系 ， 称 为 力 系 的 简化 。 通 过 力 系 的 简化 可 以 容易 
地 了 解 力 系 对 物体 总 的 作用 效果 。 在 一 般 情 况 下 ， 物 体 在 力 系 的 作用 下 未 必 处 于 平衡 状 
态 ， 只 有 当 作用 在 物体 上 的 力 系 满足 一 定 的 条 件 时 ， 物 体 才能 平衡 今 物体 平衡 时 作用 在 物 
Ч ЕЙ АЛИЯ, ЖЖ УЕ, МЕРА ЖЖ. 2) 
А аша А 力 系 也 可 以 简化 。 因 此 , 力 
系 简化 方法 在 动力 学 中 也 得 到 了 应 用 。 CR 


У 
1.4.1 刚体 ах 


人 人 人 
Ааа а ое 型 .实际 上 ， 物 体 受 力 后 均 会 产生 
йік АВЕ ЕНИН, "ПЖ, 








































不 同 程度 的 变形 。 但 当 变形 士 分 对 所 研究 的 问 


ЕСН Қаға, бағана 刚体 ， 故 又 称 为 刚体 静 力 学 。 


зв”) „и 


ТАНОВ АНЕ Вяз Ооа ни. слоеного НН 
дБ, АА ЕВЕ 80 КИЕВ, ЕБЕ, АЗЕ 
地 球 上 的 参考 系 视 为 惯性 参考 系 。 这 样 ， 平 衡 是 指 物体 相对 地 球 静 止 或 作 匀速 直线 平移 的 
状态 。 


1.1.3 


力 是 物体 间 相 互 的 机 械 作用 ， 这 种 作用 对 物体 产生 两 种 效应 ， 即 引起 物体 机 械 运 动 状 
态 的 变化 和 使 物体 产生 变形 ， 前 者 称 为 力 的 外 效应 或 运动 效应 ， 后 者 称 为 力 的 内 效应 或 变 
形 效 应 。 物 体 对 物体 的 施 力 方式 有 两 种 : 一 种 是 通过 物体 间 的 直接 接触 而 施 力 ， 另 一 种 是 
通过 力 场 对 物体 施 力 。 

实践 表明 ， 力 对 物体 的 作用 效果 取决 于 力 的 大 小 、 方 向 和 作用 点 三 个 要 素 ， 简 称 力 的 
三 要 素 。 力 的 大 小 指 物体 之 问 机 械 作用 的 强度 。 在 国际 单位 制 中 ， 力 的 单位 是 N (牛顿 ) 
或 kN ( 千 牛 顿 ) 。 力 的 方向 表示 物体 的 机 械 作用 具有 方向 性 。 力 的 方向 包括 力 的 作用 线 方 
位 和 力 沿 作用 线 的 指向 。 力 的 作用 点 是 指 物体 间 机 械 作用 的 位 置 。 物 体 相互 接触 发 生机 械 
作用 时 ， 力 总 是 分 布 在 一 定 的 面 上 。 如 果 力作 用 的 面积 较 大 ， 这 种 力 称 为 分 布 力 。 反 之 ， 
如 果 力作 用 的 面积 很 小 ， 可 以 近似 地 看 成 作用 在 一 个 点 上 ， 这 种 力 称 为 集中 力 ， 此 点 称 为 
力 的 作用 点 。 用 通过 力 的 作用 点 表示 力 的 方位 的 直线 称 为 力 的 作用 线 。 
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力 的 三 要 素 表 明 力 是 矢量 ， 并 且 为 定位 矢量 。 它 可 以 用 一 条 具有 方向 

FF ”的 线段 表示 。 如 图 1. 1 所 示 : 线段 的 长 度 按 一 定 的 比例 尺 表示 力 的 大 小 ， 箭 

Ж 头 的 指向 表示 力 的 方向 ， 线 段 的 起 点 (或 终点 ) 表示 力 的 作用 点 ， 而 与 线 

Ж 段 重 合 的 直线 表示 力 的 作用 线 。 本 书 中 矢量 的 符号 用 粗 斜 体 表示 ， 如 图 1.1 
图 1.1 中 作用 于 4 点 的 力 用 矢量 下 表示 。 
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静 力学 公理 是 人 们 关于 力 的 基本 性 质 的 概括 和 总 结 ， 它 们 是 静 力 学 理论 的 基础 。 公 理 
а ао е 
观 实 际 的 最 普遍 、 最 一 般 的 规律 。 A 

公理 1 力 的 平行 四 边 形 公理 Ай 

о В 人 
пере ани 确定 ， 如 图 1. 2(a) 所 示 。 或 者 
说 ， 合 力 矢 等 于 两 个 分 力 矢 的 矢量 和 , № А 





o (1-1) 
力 的 平行 四 边 形 也 可 演变 成 为 力 A 它 能 更 简便 地 确定 合力 的 大 小 和 方向 ， 如 
图 1.2(b) 或 加 1.2(e) ж, Л 点 仍 在 汇 交点 4 





(b) (с) 
图 1.2 


这 个 公理 表明 了 最 简单 力 系 的 简化 规律 ， 它 是 复杂 力 系 简化 的 基础 。 

公理 2 ”二 力 平衡 公理 

作用 在 同一 刚体 上 的 两 个 力 使 刚体 平衡 的 必要 与 充分 条 件 ЖТА 
是 : 这 两 个 力 大 小 相等 ， 方 向 相反 ， 且 作用 在 同一 条 直线 上 。 如 
图 1.3 所 示 的 刚体 在 力 F， НЕ, 作用 下 平衡 , 则 有 Pi = - Е. 

该 公理 给 出 了 作用 在 刚体 上 的 最 简单 的 力 系 平衡 时 所 必须 满足 
的 条 件 ， 它 是 以 后 推 证 平衡 条 件 的 基础 。 这 个 条 件 对 于 刚体 是 充分 И 
必要 的 ; 对 于 变形 体 只 是 必要 而 不 是 充分 的 。 图 1.3 

只 在 两 个 力作 用 下 平衡 的 构件 ， 称 为 二 力 构 件 (简称 二 力 
杆 ) 。 由 二 力 平衡 公理 可 知 ， 二 力 杆 所 受 的 两 个 力 必定 沿 两 力作 用 点 的 连 线 ， 且 等 值 、 反 
向 。 在 工程 实际 中 经 常 遇 到 二 力 杆 ， 比 如 不 考虑 自重 而 只 在 两 端 受 约束 反 力 而 平衡 的 构件 
就 是 二 力 杆 。 
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公理 3 ”加 减 平衡 力 系 公理 

在 同一 刚体 已 知 力 系 上 加 上 或 减 去 任意 的 平衡 力 系 ， 并 不 会 改变 原 力 系 对 刚体 的 作用 
效果 。 该 公理 提供 了 力 系 简化 的 重要 理论 基础 。 

根据 公理 3 可 以 导出 下 列 推论 : 

推论 1 力 的 可 传 性 定理 
作用 在 同一 刚体 上 的 力 ， 可 以 沿 其 作用 线 移 到 刚体 内 任意 一 点 ， 而 不 改变 该 力 对 刚体 
的 作用 效果 。 

ПЕНЯ: 如 图 1.4(a) 所 示 的 刚体 ， 在 点 4 受 力 F ЕН. НЕМ Е 的 作用 线 上 任 一 点 В 
加 上 一 平衡 力 系 F'、F”, НЕ" = -F'=F， 如 图 1.4(b) Иж. НЕЕБЕЖЯ 
衡 力 系 ， 将 此 平衡 力 系 去 掉 后 ， 可 得 到 作用 于 B 点 的 力 F"， 如 图 1.4(c) к. НТ 
F"=F， 所 以 原作 用 于 4 点 的 力 F 可 以 沿 其 作用 线 移 到 B 点 论证 毕 。 

由 此 可 见 ， 作 用 在 刚体 上 的 力 的 三 RN 线 。 作 用 于 
刚体 上 的 力 可 以 沿 着 作用 线 移动 ， 这 种 矢量 称 为 滑动 天 SN 
































































































































(с) 











推论 2 三 力 平衡 汇 5 

当 刚 体 在 三 个 孝 作 用 ттен уги 王 何 两 个 力 的 作用 线 相 交 于 一 点 ， 则 第 
三 个 力 的 作 必 交 于 同一 点 ， 入 的 作用 线 共 面 。 

证 明 ; 设 н. 5. 2 、 肥 分 别 作用 于 刚体 上 的 三 个 点 4、B、C。 


已 知 F| 和 ,的 作用 线 交 于 点 0， 根据 力 的 可 传 性 ， 将 力 Fl 和 FF, 移 到 汇 交 点 0。 根 据 力 
的 平行 四 边 形 法 则 ， 得 Fl 和 F, 的 合力 Е», М F; 应 与 Fis 平衡 。 由 于 两 力 平衡 必需 共 
线 ， 所 以 ， 力 F; 必 定 与 力 Fl 和 FF, 共 面 ， 且 通过 力 Fl 和 F, 的 汇 交点 0。 推 论证 毕 

三 力 平衡 汇 交 定 理 说 明了 不 平行 的 三 个 力 平衡 的 必要 条 
件 。 在 画 物体 的 受 力图 时 ， 车 已 知 两 个 力 的 作用 线 ， 可 用 此 定 
理 来 确定 第 三 个 力 的 作用 线 的 方位 。 但 是 ， 值 得 注意 的 是 ， 三 
力 汇 交 是 刚体 平衡 的 必要 条 件 ， 但 非 充 分 条 件 。 

公理 4 作用 与 反作用 公理 

作用 力 和 反作用 力 总 是 同时 存在 ， 两 力 的 大 小 相等 ， 方 向 图 15 
相反 ， 沿 同一 直线 分 别 作用 在 两 个 相互 作用 的 物体 上 。 由 于 作 
力 和 反作用 力 分 别 作用 在 两 个 不 同 的 物体 上 ， 这 两 个 力 并 不 能 构成 平衡 力 系 ， 所 以 必 
须 把 作用 与 反作用 公理 与 二 力 平衡 公理 区 别 开 来 。 
这 个 公理 概括 了 自然 界 物体 间 相 互 作用 的 关系 。 它 表明 作用 力 与 反作用 力 总 是 成 对 
出 现 。 在 对 两 个 相互 作用 的 物体 分 别 进行 受 力 分 析 时 ， 必 须 遵循 该 公理 。 
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公理 5 刚 化 公理 

变形 体 在 某 一 力 系 作用 下 处 于 平衡 ， 如 把 此 变形 体 刚 化 为 刚体 ， 则 平衡 状态 保持 
不 变 。 

这 个 公理 提供 了 把 变形 体 抽象 成 刚体 的 条 件 ， 建立 了 刚体 力学 与 变形 体力 学 的 联 
系 。 刚 体 的 平衡 条 件 对 变形 体 来 说 只 是 必要 的 ， 而 不 是 充分 的 。 例 如 ， 图 1.6(a) 所 示 
的 刚性 杆 在 两 个 等 值 反 向 的 拉力 作用 下 处 于 平衡 。 若 将 其 变 为 绳索 ， 则 平衡 状态 保持 不 
变 ; 但 对 刚性 杆 受 两 个 等 值 反 向 压力 作用 而 平衡 时 ， 如 果 将 该 刚性 杆 变 为 绳索 ， 则 不 能 
保持 平衡 状态 。 























пана саманнан ЖНЖ, Шер ЕНЕ 
机 、 炮 弹 和 火箭 等 。 相 反 ， 清华 物体 在 空间 的 位 受到 E 的 限制 ， 如 机 车 受 轨 道 的 限 
制 ， 只 能 沿 轨道 运动 ; 机 转 字 受 новая ант. НЕ, Ж 
能 落地 等 。 这 种 在 空间 些 方向 的 位 移 ка енин 8-9 

所 谓 约 束 是 指 对 非 自由 体 的 某 С на 
виконав 或 直接 接触 而 形成 的 钢轨 是 机 车 的 约束 ， 轴 承 是 轴 的 约束 ， 钢 索 
是 重 物 的 约束 < 这 些 约束 分 别 阻碍 了 被 约束 物体 沿 着 某 些 方向 的 运动 。 

约束 作用 于 被 约束 物体 上 的 力 称 为 约束 反 力 ， 正 是 约束 反 力 阻碍 物体 沿 某 些 方向 运 
动 。 在 静 力 学 中 ， 对 约束 反 力 和 物体 受到 的 其 他 已 知 力 ( 称 为 主动 力 ) 组 成 平衡 力 系 ， 
主要 分 析 计 算 约 束 反 力 的 大 小 和 方向 。 约 束 反 力 的 方向 总 是 与 约束 所 能 阻止 的 运动 方向 
相反 ， 这 是 确定 约束 反 力 方向 的 准则 ; 至 于 约束 反 力 的 大 小 ， 在 静 力 学 中 可 由 静 力 平衡 
条 件 确定 。 在 工程 实际 中 ， 物 体 间 连接 方式 很 复杂 ， 为 分 析 和 解决 实际 力学 问题 ， 必 须 
将 物体 间 各 种 复杂 的 连接 方式 抽象 化 为 几 种 典型 的 约束 模型 。 

下 面 介绍 工程 中 常见 的 几 种 典型 的 约束 模型 ， 并 根据 它们 的 构造 特点 和 性 质 ， 分 析 
约束 反 力 的 作用 点 和 方向 。 


1.3.1 柔性 体 约束 (ЖЕНЕ) 


带 、 强 索 、 传 动 带 、 链 条 等 均 属于 柔 索 约束 。 理 想 化 的 柔 索 柔软 而 不 可 伸 长 ， 忽 
略 其 刚性 。 在 不 计 自重 的 条 件 下 ， 这 类 约束 的 特点 是 只 能 承受 拉力 ， 不 能 承受 压力 ， 因 
而 只 能 限制 物体 沿 着 柔性 体 伸 长 方向 的 运动 。 所 以 柔性 体 的 约束 反 力 是 作用 在 接触 点 ， 
РИН, ЗИК, НЯ. 
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图 1.7(a) 所 示 为 起 重 机 用 绳索 吊 起 大 型 机 械 主轴 。 绳 索 的 约束 反 力 都 通过 它们 与 吊 钩 的 
连接 点 ， 沿 着 各 绳索 的 轴线 ， 背 离 吊 钧 。 吊 钧 和 主轴 的 受 力图 如 图 1.7(b) 和 图 1.7(c) 所 示 。 























图 1.7 
如 图 1.8 所 示 的 带 传动 机 构 ， 作用 与 反作用 为 а р 背离 带 轮 ， 人 恒 为 


拉力 。 图 1.8 РЕ’, Е.Е БЕН ВЕН А 两 边 的 皮带 拉力 Б, 


ЖЕ, (РЖ Е’) 大 小 通常 并 不 相同 。 < 
站 Е 


SC 


Ж ха. 

1.3.2 а еа 

ата pt» 方向 沿 接触 表面 的 公法 线 ， 指 向 被 约束 的 
， 恒 为 压 и. 反 力 。 


тұ 1.9 所 未 为 各 种 光滑 接触 面 约束 。 图 1.9(a) 所 示 是 重量 为 G 的 物 块 4 放 在 光滑 的 
水 平地 面 上 ， 地 面 对 物 块 的 约束 反 力 可 简化 为 Fw; 图 1.9(b) 所 示 是 重量 为 G 的 球 B 放 


4.4 © © 
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81.9 
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ЖЕНІЛ, ШИНА ЫЛЫМ Еур; 图 1.9(c) МАЕ ННІ У, 
不 计 齿 面 之 间 的 摩擦 ， 右 齿 对 左 齿 С 的 约束 反 力 为 FNc。 各 图 中 的 约束 反 力 均 为 光滑 接触 
面 的 约束 反 力 ， 恒 为 压力 。 


ВЕНЕ 


ла ТРЕЕ ЖР ЯЗ Ж ВЕН АИ а ЕЗ, ЗЕ ІНІН 
孔 的 物体 ， 用 光滑 圆柱 形 销 钉 相 连接 。 这 类 约束 的 特点 是 只 能 限制 物体 任意 径 向 移动 ， 不 
能 限制 物体 绕 圆柱 销 轴线 的 转动 和 平行 于 圆柱 轴线 的 移动 ， 因 此 它 也 称 为 圆柱 贸 链 约束 。 
- 般 根据 被 连接 物体 的 形状 、 位 置 及 作用 分 为 以 下 几 种 形式 。 


1. ФЕ 


ҚАН НМ 2 АПР 1. 10(a) 、 图 1. 10(b) 所 示 。1、2 分 Ше зір 孔 构件 ， 将 
圆柱 形 销 钉 穿 人 构件 1 和 2 ІШІМІЗ, ЖЕРІН ЕСЕ, ох 图 1.10(b) Иж. 
于 销 钉 与 构件 的 圆 孔 表 面 都 是 光滑 的 ， 两 者 之 间 总 有 缝 м: 产生 局 部 接触 ， 其 本 质 上 
是 光滑 面 约束 ， 那 么 销 钉 对 构件 的 约束 反 力 应 通过 构 体 圆 孔 中 心 ， 垂 直 于 销 钉 轴 线 ， 方 向 
不 定 ， 可 表示 为 图 1. 10(e) 。 因 中 间 匀 链 约束 反 光 SR 的 方向 未 知 ， 所 以 通常 用 两 个 正 交 
分 力 Fk, ғ, ЖЖ, А RS 






























































Е) 





2А. а) хх 9 © 
са же 
2. кр 

如 果 铵 链 连 接 中 有 一 个 构件 固定 于 地 面 或 机 架 ， 则 这 种 约束 称 为 固定 铵 链 支 座 ， 简 称 
固定 铵 支 。 其 结构 简 图 如 图 1. 11(a) 所 示 。 这 种 约束 的 特点 是 构件 只 能 绕 铵 链 轴 线 转动 ， 
而 不 能 发 生 垂直 于 匀 轴 的 任何 移动 。 所 以 ， 固 定 匀 链 支 座 的 约束 反 力 垂直 于 圆柱 销 轴 线 ， 
通过 圆柱 销 中 心 ， 方 向 不 定 。 通 常用 两 正 交 的 分 力 F, 、F, 表 示 ， 如 图 1. 11(b) 所 示 。 























(а) (» 
图 1.11 


3. ИБН ВЕ 


ЖЕНЕ — РЖЕВ МОЕ НЕ, ЭН РВ, ШЫНЫ Ее 
链 支 座 ， 又 称 辊 轴 支 座 ， 如 图 1. 12(a) 所 示 。 这 类 支 座 常见 于 桥梁 、 屋 架 等 结构 中 ， 其 
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结构 简 图 如 图 1. 12(b) 所 示 。 这 种 约束 的 特点 是 只 能 限制 物体 沿 支撑 面 法 线 方向 的 运动 ， 
而 不 能 阻止 物体 绕 圆柱 铵 的 转动 和 沿 支撑 面 方向 的 运动 。 因 此 活动 铵 支 座 的 约束 反 力 通过 
销 钉 中 心 ， 垂 直 于 支撑 面 ， 通 常用 Fv 表示 其 法 向 约束 反 力 ， 如 图 1. 12(c) 所 示 。 




















ШЕ 
一 二 


(а) (6) (е) 


图 1.12 < 

4. 二 力 杆 约束 < Ж. 

不 计 自重 的 杆 BC 只 在 两 个 约束 反 力 的 Ма 则 为 二 力 杆 ， 如 图 1.13(a) 所 
ж. 根据 二 力 平衡 公理 ， 这 两 个 力 必定 等 人 反 共 线 。 由 此 可 确定 Fac 和 Fen 的 作用 线 应 
ПЕ В, СИЕ. ЖЕ BC 的 受 图 1.13(b) 所 示 。Fgpc 和 Fcs 的 指向 不 必 有 预先 
判断 ， 一 般 可 先 假定 杆 受 拉力 ， а > 衡 方程 ， 通 过 计算 来 确定 其 指向 。 如 果 求 得 的 结 
ЖЕ, МН, МОИ, ПЕНЗЕ РАЧЕ В ТИ 0—0 
约束 ， 如 梁 4D 受 二 力 标 ВСУ, ТІПТІ Я Ер = -Fac,， 梁 4D (6, 
括 重 物 ) ПЕЛА Се) 所 示 。 <, 

< ы» 





1.13 
值得 注意 的 是 ， 二 力 构件 有 时 是 曲 杆 ， 如 图 1.14(a) 中 的 杆 48， 此 时 作用 于 杆 














АВ М-Ж ЛЕ, Е ЕНЕ М БЫН А 55 В НУ, ШІН 1.14(Ь) 
所 示 。 


5. 向 心 轴承 


如 图 1.15(a) 所 示 的 轴承 装置 ， 可 画 成 如 图 1. 15(b) 所 示 的 简 图 。 轴 可 在 孔 内 任意 
转动 ， 也 可 以 沿 孔 的 中 心 线 移动 ; 但 是 ， 轴 承 阻碍 轴 沿 径 向 向 外 的 位 移 。 当 轴 和 轴承 在 点 
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(Ы) 
81.14 
А 光滑 接触 时 ， 轴 承 对 轴 的 约束 反 力 F 作用 在 接触 点 4， 且 沿 公 法 线 通过 轴 心 ， 指 向 被 约 
束 的 轴 ， 如 图 1. 15(а) 所 示 。 人 
随 着 改变 。 一般 情 况 


/ 

但 是 ， 当 轴 所 受 的 主动 力 改变 时 ， эа 
下 ， 当 约束 反 力 的 方向 不 能 预先 确定 时 ， de ЖЕ Е, Е, 
示 ， 如 图 1.15(b) №, ЖЕ, РЗ И ;任意 假定 ， 最 后 通过 计算 来 确 
定 其 指向 。 XK 














14 物体 受 力 分 析 和 受 力 图 


在 工程 实际 中 ， 为 了 求 出 未 知 的 约束 反 力 ， 需 要 根据 已 知 力 应 用 平衡 条 件 求解 。 为 
此 ， 首 先 要 确定 构件 受 了 几 个 力 ， 每 个 力 的 位 置 和 力 的 作用 方向 ， 这 种 分 析 过 程 称 为 物体 
受 力 分 析 。 

作用 在 物体 上 的 力 可 分 为 两 类 : 一 类 是 主动 力 ， 如 物体 的 重力 、 风 力 、 气 体 压力 等 ， 
股 是 已 知 的 ; 另 一 类 是 约束 对 于 物体 的 约束 反 力 ， 为 未 知 的 被 动力 。 
为 了 清晰 地 表示 物体 的 受 力 情况 ， 需 要 把 研究 的 物体 〈 称 为 受 力 体 ) 从 与 其 相 联 系 的 
周围 物体 〈 称 为 施 力 体 ) 中 分 离 出 来 ， 单 独 画 出 它 的 简 图 ， 这 个 步 又 称 作 取 研 究 对 象 或 取 
分 离 体 。 然 后 把 施 力 体 作 用 于 研究 对 象 上 的 主动 力 和 约束 反 力 全 部 画 在 简 图 上 ， 这 种 表示 
物体 受 力 情 况 的 简明 图 形 称 为 受 力图 。 画 物体 的 受 力 图 是 解决 静 力 学 问题 ， 乃 至 动力 学 问 
题 的 一 个 重要 步骤 。 画 受 力 图 的 步骤 如 下 : 
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а) 根据 题 意 及 已 知 条 件 确 定 研究 对 象 ， 取 分 离 体 ， 单 独 画 出 其 简单 图 形 。 

(2) 分 析 分 离 体 上 所 受到 的 力 的 情况 ， 即 主动 力 和 约束 反 力 。 

(3) 在 分 离 体 上 画 出 其 所 受到 的 全 部 力 ， 即 主动 力 和 约束 反 力 。 

【 例 1-1】 如 图 1.16(a) 所 示 的 碾子 ， 重 量 为 P。 在 压 路 面 时 受到 一 石 块 的 阻碍 ， 
不 计 摩擦 ， 面 出 碾子 的 受 力图 。 

解 : 首先 选取 研究 对 象 ， 将 碾 
子 从 周围 物体 的 联系 中 分 离 出 来 ， 
单独 画 出 其 轮廓 简 图 。 画 主动 力 ， 
碾子 受 主动 力 P 及 FF 的 作用 ,作用 
点 均 在 碾子 的 重心 。 然 后 根据 约束 Я 
的 性 质 ， 夯 出 约束 反 力 。 使 碾子 成 
为 分 离 体 时 ， 需 要 在 Л, В 两 处 分 四 Ж» 
别 解除 墙壁 和 地 面 的 约束 ， 因 此 ， Оқ» 
必须 在 这 两 处 加 上 相应 的 约束 反 ; 
о м БЕЗОР 
而 作用 于 根子 的 约束 反 力 用 Ру. К, ЕД 别 沿 各 自 接触 面 公 法 线 方向 指向 碾 
子 。 碾 子 的 受 力图 如 图 1. 16(b) 所 示 。/ ых 


[91-2] 重量 为 已 的 梯子 4B Булана 上 。 在 DD 点 用 水 平 绳索 DE 与 
墙 面相 连 ， 如 图 1. 17(a) 所 示 。 不 计 摩 擦 ， 试 画 出 梯子 48, 的 受 力 图 。 


解 : 首先 选择 梯子 为 研究 对 象 。 梯子 АВ ШТА 了 系 中 分 离 出 来 ， 单 独 画 出 

其 轮廓 简 图 。 画 主动 力 ， 梯 字 受 生动 力 P 的 作用 ， 日 点 在 梯子 的 重心 ， 方 向 铅 垂 向 下 。 

然后 根据 约束 的 性 质 画 上 出 约 : гы у. ИРАНА ААУ, ЗЕЕ В, С, 0 三 处 分 别 解 

除 地面 、 墙 壁 、 绳 索 的 约束 ， 因 此 ， 必 须 和 Еі 加 上 相应 的 约束 反 力 ， 用 来 代替 地 面 、 

яж. МУЗА РИ. жил. окт ВК, мн. яарна 
УЕ, 分 别 ; 
























子 的 约束 反 力 沿 各 自 接触 面 公 长 线 方向 指向 梯子 。 绳索 作用 于 梯子 的 拉力 Pm 
沿 着 DE 方向 背离 梯子 。 梯 子 的 受 力图 如 图 1.17(b) 所 示 。 





(а) 


图 1.17 
【 例 1-3】 水 平 梁 48B 用 斜 杆 CD 2%, А, С, р ЕЛЕ УЖЕ НЕ, ЦИИ 1. 18 (а) 


所 示 。 均 质 梁 4B 重量 为 P| ， 其 上 放置 一 重量 为 P, 的 电动 机 。 不 计 斜 杆 CD 的 自重 ， 试 分 
别 画 出 斜 杆 CD 和 梁 АВ (包括 电动 机 ) 的 受 力 图 。 
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ФН Ср 的 受 力图 。 取 CD 为 研究 对 象 ， 由 于 


РАН Ср АЗ 


重 不 计 ， 且 只 




















链 约束 ， 因 此 斜 杆 CD 为 受 压 二 力 杆 。 由 此 可 








Ес ЖЕ, 的 作 
再 取 梁 АВ 








Зенер С 与 D НЕ, НЕ = -Е,, 


ШЕ С, р ыы. 
方向 如 图 1. 18(b) 所 示 。 


(包括 电动 机 ) 为 研究 对 象 ， 梁 АВ 受 主动 力 P| ЖІР, МЕН, ЧЕН р 处 


受 斜 杆 CD 给 它 的 约束 反 力 国 的 作用 ， 根 据 作用 与 反作用 公理 知 ，F% = -Fp。4 处 受 固 
定 铵 支 座 给 它 的 约束 反 力 的 作用 ， 由 于 方向 未 知 ， 可 用 两 个 正 交 分 力 Fi,、 
力图 如 


Е, ж. % 





АВ 的 受 图 1.18(c) 所 示 。 





[91-4] ыы 19(а) 所 示 ， 试 分 别 画 出 梁 
4C、CD 和 整体 的 受 力图 。 
解 : 先 画 梁 4C 的 受 力图 ， Хана ӘЛЕ, 和 作用 于 ВС 梁 段 的 


的 布 荷载 ， 其 荷载 集 度 为 га Те с АЛМ Б ЗСА НОЯ, 27 






































ЖЕ. Е; 处 受 辊 轴 支 座 的 约 МНЕ, 表示 ; С 处 受 中 间 铵 链 的 
约 来， 约束 反 力 用 Ec、 ей ФАС нал 1. 19(b) 所 示 。 图 中 所 有 约束 反 力 
шы ЫЖ | 
再 画 梁 C 9 受 历 图 。 作用 在 梁 CD 主动 力 是 荷载 集 度 为 4 的 均 布 荷载 ; 
约束 反 力 有 辊 轴 支 座 刀 的 约束 反 力 Fnp， 方 向 垂直 于 支撑 面向 上 ;中间 铵 链 С 的 约束 反 力 
Fi,、Fi, 表 示 ， 根 据 作 用 与 反作用 公理 ， 其 方向 分 别 与 Fc,、Fi, 相 反 。 梁 CD 的 受 力图 
如 图 1.19(c) 所 示 。 
最 后 画 整 体 受 力图 。 作 用 在 整体 上 的 力 有 主动 力 Е, 和 作用 于 梁 BD 段 的 荷载 集 度 为 9 
Ы ғ ы 
А Ў р РЕ. | | 
В с ғ. ТЕ Ғо 
Fw Fo 
(а) (b) 
4 4 
ғ, 
р й | р 
Е С “| в с 
Fo aNFp ғ, Fw а\ Ға 
(©) (d) 
图 1.19 
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的 均 布 荷载 ;约束 反 力 有 F4.、F4, 、Fs, 和 Fj。 整 体 的 受 力 图 如 图 1.19(d) 所 示 。 值 得 
一 提 的 是 ， 中 间 匀 链 的 约束 反 力 对 于 梁 АС 和 梁 CD 来 说 是 外 力 ， 而 对 于 整体 来 说 是 内 力 ， 
内 力 不 能 在 受 力图 中 表示 出 。 

【 例 1-5】 在 图 1.20(a) 所 示 的 吊 架 结构 中 ,物体 及 的 重量 为 G， 滑 轮 及 各 杆 自 重 
不 计 。 试 分 别 画 出 杆 4B、 杆 BE、 滑 轮 C 及 整个 系统 的 受 力图 。 

解 : 首先 画 出 杆 48 的 受 力 图 。 以 杆 АВ 为 研究 对 象 ， 杆 48 没有 主动 力作 用 ， 在 固定 
СЗС А 处 的 约束 反 力 为 F,、F,， 在 B 处 受 连 杆 BE 约束 ， 其 约束 反 力 为 Fie, 方位 沿 
8 、 巨 铵 链 中 心 的 连 线 ， 指 向 假定 向 上 。 在 С 处 和 滑轮 铵 接 ， 其 约束 反 力 为 Fc,、F6,。 杆 
АВ 的 受 力图 如 图 1.20(b) 所 示 。 





















































再 画 杆 BE 的 受 力图 。 取 杆 BE 为 研究 对 象 ， 由 于 自重 不 计 ， 杆 BE 为 二 力 杆 ， 其 所 受 约 
柬 反 力 为 Fpp 和 Fhs。Fhp 和 Fp 是 作用 与 反作用 力 。 杆 BE 的 受 力图 如 图 1.20(c) 所 示 。 

然后 画 滑 轮 C (包括 重 物 有 H) 的 受 力 图 。 取 滑轮 C 为 研究 对 象 ， 其 上 作用 有 主动 力 G， 
绳子 对 滑轮 С 的 约束 反 力 Есу, НАВ 对 滑轮 C 的 约束 反 力 Fl、 Е. Ес. ЕЖЕ. 
Fi, 是 作用 与 反作用 力 。 滑 轮 С 的 受 力图 如 图 1. 20(d) 所 示 。 
最 后 夯 整 体 的 受 力图 。 取 整体 为 研究 对 象 ， 其 上 作用 有 主动 力 G， 在 固定 匀 支 座 А 处 
的 约束 反 力 F, Е, ЗЕНА ВЕСЕ Е 处 的 约束 反 力 Fj， 绳子 的 拉力 Fe， 整体 受 力 医 
如 图 1.20 (е) 所 示 。 

【 例 1-6】 如 图 1.21(a) 所 示 的 三 角 拱桥 ， 由 左右 两 拱 铵 接 而 成 。 设 各 拱 自重 不 计 ， 
在 拱 4C 上 作用 有 载荷 P。 试 分 别 画 出 拱 АС, СВ 的 受 力 图 。 

解 : 先 画 拱 BC 的 受 力 图 。 取 拱 BC 为 研究 对 象 ， 由 于 拱 BC 自重 不 计 , 且 只 在 B、C 
两 处 受到 贸 链 约束 ， 因 此 拱 BC УЖЕ. ЕЕЕ В, С 处 分 别 受到 Fec 、Fcs 两 力作 用 ， 
且 Fpc = -FEcs， 这 两 个 力 的 方向 沿 铵 链 妃 、C 中 心 的 连 线 。 拱 BC 的 受 力图 如 图 1.21(b) 
所 示 。 
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再 画 拱 АС 的 受 力图 。 取 拱 АС 为 研究 对 象 ， 拱 4C 上 作用 有 主动 力 已 ， 拱 在 C 处 受到 
拱 BC 给 它 的 约束 反 力 Fis 的 作用 ， 根据 作用 与 反作用 公理 ，Fis = -Fes。 拱 在 4 处 受到 
固定 铵 链 支 座 给 它 的 约束 反 力 的 作用 ， 可 用 Е. Е, Ко АС 的 受 力 图 如 图 1.21(c) 
所 示 。 
再 进一步 分 析 可 知 ， 由 于 拱 4C 在 主动 力 P、 约 束 反 力 Fes 和 FR 三 个 力作 用 下 平衡 , 故 
可 根据 三 力 平衡 汇 交 定理 ， 确 定 铵 链 А 处 约束 反 力 Fu 的 方向 。 点 D 为 力 P 和 Fis 作用 线 的 
交点 ， 当 拱 平衡 时 ,约束 反 力 Fu 的 作用 线 必 通 过 点 D, 拱 АС 的 受 力图 还 可 用 1.21(d) 
表示 。 















































静 力 学 是 研究 物体 在 力 系 作用 下 的 平衡 条 件 的 科学 ,主要 研究 三 方面 的 问题 ， 即 物体 
的 受 力 分 析 ， 力 系 的 合成 与 简化 ， 各 种 力 系 的 平衡 条 件 。 本 章 主要 介绍 了 静 力学 的 基本 概 
念 、 静 力学 公理 及 物体 受 力 分 析 。 

静 力 学 基本 概念 、 公 理 及 物体 的 受 力 分 析 是 研究 静 力 学 的 基础 。 静 力学 概念 主要 包括 
力 、 刚 体 、 平 衡 等 。 力 是 物体 间 相 互 的 机 械 作用 ， 这 种 作用 使 物体 的 机 械 运动 状态 发 生 改 
变 ， 同 时 使 物体 产生 变形 。 力 系 是 指 作用 于 物体 上 的 一 群 力 。 使 物体 或 物体 系统 处 于 平衡 
状态 的 力 系 称 为 平衡 力 系 ; 使 同一 物体 产生 相同 效应 的 两 个 力 系 称 为 等 效力 系 。 与 力 系 等 
效 的 一 个 力 称 为 力 系 的 合力 。 刚 体 指 在 力 的 作用 下 不 产生 变形 的 物体 ， 这 是 一 种 理想 化 的 
力学 模型 。 理 论 力学 的 研究 对 象 均 视 为 刚体 。 平 衡 指 物体 相对 于 惯性 参考 系 处 于 静止 或 作 
匀速 直线 运动 的 状态 。 

静 力 学 公理 揭示 了 力 的 基本 性 质 和 力 对 物体 作用 的 基本 规律 ， 是 建立 静 力学 理论 体系 
的 基础 。 静 力学 公理 包括 力 的 平行 四 边 形 公理 、 二 力 平衡 公理 、 加 减 平 衡 力 系 公理 、 作 用 
与 反作用 公理 及 刚 化 公理 。 

对 物体 菜 方向 的 位 移 起 限制 作用 的 周转 物体 称 为 约束 。 约 束 对 被 约束 物体 的 作用 力 称 


-eee ВЕНА ВЯ 


为 约束 反 力 。 约 束 反 力 的 方向 总 是 与 约束 所 能 阻碍 的 物体 的 运动 方向 相反 。 


在 分 离 体 上 画 出 所 受 的 主动 力 和 全 部 约束 反 力 的 图 形 称 为 物体 的 受 力图 。 对 物体 进行 


受 力 分 析 ， 正 确 画 出 物体 的 受 力图 是 解决 静 力学 问题 的 关键 。 


作用 ， 点 的 连 线 上 。 


《思考 题 》 


1 一 1 说 明 下 列 式 子 与 文字 的 意义 和 区 别 。 

(1) Fl =Е,; (2) Е =Е,; (3) ЈЕ, РЕ, 

1-2 ХУ РЕ, = + Е, Ер = Е, + 下 ,两 个 等 式 代表 的 意义 。 
1-3 “合力 一 定 大 于 分 力 ” 的 说 法 对 否 ? 试 举例 说 明 。 

1-4 静 力 学 公理 及 推论 中 ， 哪 些 只 适用 于 刚体 ? 


1-5 2 对 作用 力 与 反作用 力 之 间 有 什么 14 
1-6 确定 约束 反 力 方向 的 原则 是 什么 ? се 的 特点 是 什么 ? 


、 是 非 题 (正确 的 在 括号 内 打 кемін 4%”) 
1 出 体 是 指 在 力 的 作用 下 不 变 开放 ( 
АҒАШЫ са коня Ен 
Сә 
3. 平衡 指 物体 相对 We 运动 的 状态 。 Сә 
4 Елы РАЕН — 122 因为 它们 满足 二 力 平衡 的 条 件 。 
4 
5.% ЖЕ” НЕ. а 约束 对 被 约束 物体 的 作用 力 称 











为 约束 反 力 。 ( ) 


6. 作用 于 刚体 上 的 三 个 力 ， 若 其 作用 线 共 面 且 相交 于 一 点 ， 则 刚体 一 定 平衡 。 ( ) 
二 、 填 空 题 
1. 力 是 物体 间 相 互 的 机 械 作用 ， 这 种 作用 对 物体 的 效应 包括 和 





















































2: 用 在 物体 上 的 一 群 力 称 为 ， 对 同一 物体 的 作用 效应 相同 的 两 个 力 系 称 
为 

3. 静 力 学 公理 包括 Е қ 8 和 о 

4. 力 的 可 传 性 适用 条 件 是 

5. 把 研究 对 象 从 与 其 相 联 系 的 周围 的 物体 中 分 离 出 来 ， 单 独 画 出 它 的 简 图 ， 这 个 步 
又 称 为 5 

















6. 作用 在 刚体 上 的 力 可 沿 其 作用 线 任意 移动 ， 而 不 改变 力 对 刚体 的 作用 效果 ， 所 以 





在 静 力学 中 力 是 矢量 。 








7. 对 非 自由 体 的 运动 所 预 加 的 限制 条 件 称 为 ; 约束 反 力 的 方向 总 是 与 约束 所 
能 阻止 的 物体 的 运动 趋势 的 方向 ; 约束 反 力 由 引起 ， 且 随 改变 而 
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\ 理论 力学 wmmeee==== 


、 选 择 题 
1. 图 1. 22 所 示 为 均 质 圆 盘 用 细 绳 悬挂 并 靠 在 光滑 斜面 上 。 在 图 1.22(a) ~ 图 1.22(d) 
所 示 的 四 种 状态 中 ， 只 有 (  ) 图 可 以 保持 平衡 。 


све е 


图 1.22 


2. 支架 如 图 1.23(o) ИЖ, Р. ОЖ АВ, АС НЕ АЕ 
图 1.23(a) ~ 图 1.23(d) жамы ыт. ,其 中 ( 


5 
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E 力 Е. 
正确 。 





3. 物 块 4、B 自重 不 计 ， 并 与 光滑 的 平面 mm 和 nn 相 接 触 ， 如 图 1. 24 所 示 。 若 其 上 


分 别 作用 有 大 小 相等 、 方 向 相反 且 作用 线 相同 的 力 P， 
га „ 和 力 P,， 则 两 刚体 的 平衡 情况 为 ( 。 )。 
-一 人 一 > (А) 4、B 都 不 平衡 
тл (В) 4、B 都 平衡 
图 1.24 (С) 4 平衡 ，B 不 平衡 


(0) 4 不 平衡 ，B8 平衡 

4. 若 刚体 在 四 个 力 的 作用 下 处 于 平衡 状态 ， 则 该 四 个 力 的 作用 线 ( ) 。 

(А) 和 三 力 平衡 汇 交 一 样 ， 一 定 汇 交 于 一 点 

(В) 不 一 定 汇 交 于 一 点 

(С) 一 定 不 汇 交 于 一 点 

(D) 一 定 平行 

5. 图 1.25(a) ~ Я 1.25(с) 所 示 为 结构 在 水 平 力 P 的 作用 下 处 于 平衡 状态 ， 则 三 种 
ВЕР ВЕНЕ 4 的 约束 反 力 方向 ( js 


























с.е... волення я д 


(А) 在 (a) 图 和 (b) И, ҰНҒА 的 约束 反 力 方向 相同 
(В) ХЕ (а) 图 和 (с) 图 中 , ҰЯҒА 的 约束 反 力 方向 相同 
(С) 在 (b) ММ (с) М, ВА 的 约束 反 力 方向 相同 
(D) ЕРМАК, НЕБЕ 4 的 约束 反 力 方向 均 不 相同 








р Pp 





(с) 


(а) (Ы) 


四 、 画 图 题 5) 
1. 画 出 如 图 1. 26 所 示 各 物体 的 受 力图 ,, 设 нт, 未 画 出 重力 的 物体 的 重 
量 均 不 计 。 Р ЖУ 






(е) 
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(8) (в) 
图 1.26 (%) 


2. 面 出 图 1. 27 中 每 个 标注 字母 的 物体 的 受 力图 ， 以 及 整体 的 受 力图 。 设 各 接触 面 均 
光滑 ， 未 画 出 重力 的 物体 的 重量 均 不 计 。 (x 





ся 
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3. 如 
4. 如 


(т) (п) 
1.27 (2) 


图 1. 28 所 示 ， 夯 出 各 梁 АВ 的 受 力图 。 





图 1. 29 所 示 ， 画 出 各 构件 中 杆 件 4B 、BC (或 CD) 的 受 力图 。 图 1.29(a) Ч 











定 力 P 作 














在 销 钉 B Е; 图 1.29(c) 中 4B 杆 和 CD 杆 在 B КЕЗЕ, 


РЕ 
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\ ЕЛЕНГЕН 


(а) 





< 
(а) 94 
1% 4 


5. ШІН 1.30 所 示 ， 面 出 刚 架 48 ) 测 受 力图 。 





图 1.30 


6. 画 出 图 1.31 ФИН 0 ЖАТ АВ 的 受 力图 。 
7. 画 出 图 1. 32 中 铵 拱桥 左右 两 部 分 4DC 和 BC 的 受 力图 。 
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Р а Е 
平面 基本 力 系 
‚ № 


е; < 

сжав, ‚ЖА 

通过 未 章 的 学 习 ， 党 握 平 面 基本 力 系 的 Өг балли анан 
кав, таня б хаядлтастлкетазяя 
平衡 问题 。 УХ 
е”; 9 AN 
Шын. у Ж» 

% 

Оч anton жағала 
之 的 概念 及 计算 区 法 ， 应 用 平面 汇 交 直系 湘 羡 面 力 偶 系 的 平衡 方程 求解 相应 的 平生 
问题 。 Хх р Ж очи 


Ke 
к.ЖЕЕСВ 

我 们 每 天 都 要 拿 东 西 、 走 路 ， 其 实 就 是 在 不 停 地 使 用 杠杆 。 人 的 前 臂 是 一 个 费力 杠 
杆 ， 支 点 在 肘 关节 处 。 人 在 端 杯子 时 ， 虽 然 费 了 力 ， 但 省 了 距离 。 也 就 是 说 肪 二 头 肌 收缩 
很 小 的 距离 ， 就 能 使 手 握 的 重 物 移动 很 大 的 距离 。 人 的 脚 中 也 存在 杠杆 ， 当 你 抬 起 脚跟 用 
脚 炎 站 立时 ， 这 个 杠杆 就 会 暴露 出 来 。 这 时 你 的 脚 前 掌 是 支点 ， 小 腿 肌 内 的 收缩 提供 动 
力 ， 人 体重 力 则 落 在 两 者 之 间 的 趾 骨 上 。 从 这 个 杠杆 上 可 以 发 现 ， 当 人 如 此 站 立时 ， 因 为 
动力 臂 大 于 重力 的 力 臂 ， 因 而 用 较 小 的 肌肉 拉力 就 能 克服 较 大 的 重力 。 所 以 ， 它 是 一 个 省 
力 杠 杆 。 由 此 不 难看 出 ， 在 体育 竞赛 中 ， 运 动员 的 脚 越 长 ， 则 提起 脚 用 力 越 小 ， 跑 起 来 就 
越 快 。 

看 过 《三 国 演义 》 的 同学 都 知道 “ 木 牛 流 马 ” 的 故事 。“ 木 牛 流 马 ”是 诸葛 亮 从 汉中 
北伐 曹魏 ， 由 于 征途 崎 虹 ， 军 队 不 便 运 输 粮 食 ， 因 此 诸葛 亮 对 旧式 车 辆 加 以 改装 ， 称 为 
“ 木 牛 流 马 ”。 据 说 “ 木 牛 ” 载 一 车 的 粮食 每 天 能 行 二 十 里 ,，“ 流 马 ” 有 方 党 二 个 ， 每 个 可 
以 装 米 二 狮 三 斗 ， 能 够 在 崎 赋 不 平 的 山道 上 行走 。 其 实 “ 木 牛 ” 即 有 前 辕 的 小 车 ，“ 流 
马 ”类 似 后 世 的 独 轮 车 ， 仍 然 需 要 人 力 的 推动 。 
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从 诸葛 亮 第 五 次 北伐 “以 木 牛 运 粮 ”， 第 六 次 北伐 “以 流 马 运 粮 ”的 史实 可 知 ，“ 木 
牛 流 马 ”使 得 罚 兵 能 在 险恶 的 蜀 道上 迅速 行军 ， 对 当时 的 军粮 运输 有 很 大 的 贡献 。 

木 牛 与 流 马 是 同一 种 运输 工具 ， 称 作 木 牛 较为 适宜 。 它 是 由 人 力 推动 的 四 足 行走 的 木 
质 运输 工具 ， 自 重 约 50kg， 载 重 约 200kg。 利 用 杠杆 原理 省 力 ， 人 肩负 重 在 0 ~75kg 有 规 
律 地 变化 。 它 能 在 山地 和 泥 党 路 面 等 真 牛 可 以 通行 的 路 面 上 行走 ， 这 是 圆 轮 车 不 能 相 比 
的 。 在 路 况 较 好 时 ， 圆 轮 车 比 木 牛 流 马 要 实用 得 多 ， 这 是 木 牛 流 马 不 能 普遍 使 用 以 致 失传 


的 一 个 主要 原因 。 


我 国 劳 动人 民 创造 的 读 诗 解 题 : 

а) 弹 先 秤 下 挂 砖头 ， 空 气 里 称 重 C 牛 ， 没 入 煤油 重 减 半 ， 请 把 砖头 密度 求 。 

(2) 立方 木 块 水 面 漂 ， 不 深 不 浅 浸 半 腰 ， 不 知 体积 和 重量 ， 却 问 密度 是 多 少 。 

世间 万 物 都 充满 了 奥秘 ， 我 们 要 努力 培养 一 双 会 发 现 的 眼睛 5 认识 世界 的 神奇 和 伟 
大 ， 在 此 过 程 中 既 能 满足 我 们 的 求知 丛 ， 又 能 得 到 发 展 人 类 自 和 的 泡 尽 快乐 。 


图 2.01 所 示 是 我 


后 ， 你 既 可 以 找到 读 诗 解 题 的 答案 ,也 可 以 试 着 设计 二 


(а) 回转 式 手动 压 






... 
简单 机 械 。 


力 机 (e) 打包 机 
图 2.01 


简单 工具 ， 学 完 本 章 





(с) 杠杆 式 压力 机 
В В 


(7) 气动 夹具 


2.1 平面 汇 交 力 系 合成 与 平衡 的 几何 法 


平面 基本 力 系 包括 平面 汇 交 力 系 与 平面 力 偶 系 。 所 谓 平面 汇 交 力 系 ， 指 各 力 的 作用 线 





在 同一 平面 内 且 汇 将 


F 一 点 的 力 系 。 为 了 解 平面 汇 交 力 系 和 


























面 力 偶 系 的 合成 和 平衡 问 





题 ， 首 先 应 用 几何 法 求 平 面 汇 交 力 系 的 合力 ， 得 到 平面 汇 交 力 系 平衡 的 几何 条 件 。 
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平面 汇 交 力 系 合成 的 几何 法 


1. 两 个 汇 交 力 之 合成 一 一 力 三 角形 法 则 


设 力 F 、F, 作 用 于 刚体 上 4 点 ， 根 据 力 的 平行 四 边 形 公理 ， 可 得 合力 Fk = Fi + Ро 
合力 的 作用 点 也 在 该 点 ,合力 的 大 小 和 方向 由 这 两 个 力 为 边 构 成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 确 
定 ， 如 图 2.1(a) 所 示 。 或 者 说 ， 合 力 矢 等 于 两 个 分 力 矢 的 矢量 和 ， 即 

Ер = Е, +Е, (2-1) 

力 的 平行 四 边 形 也 可 演变 成 力 三 角形 ， 由 它 能 更 简便 地 确定 合力 的 大 小 和 方向 ， 如 

图 2.1(b) 或 图 2.1(c) 所 示 ， 而 合力 作用 点 仍 在 汇 交 点 А. 
































«5 
mi ез) нени, 也 可 按 三 
角形 计算 。 

ХА хм” 
2 多 个 汇 交 力 之 合 ЖЕ Азат 9,4 


一 刚体 在 点 和 he р, Бедаво, 如 图 2.2(a) 
a жил 





2.2 


为 合成 此 力 系 ， 可 在 图 2. 2(a) 中 连续 应 用 力 的 平行 四 边 形 法则 ， 依 次 两 两 合成 各 
力 ， 最 后 求 得 一 个 作用 线 也 通过 力 系 汇 交 点 4 的 合力 Fh。 为 了 用 更 简便 的 方法 求 此 合 
Fk 的 大 小 和 方向 ， 下 面 介绍 力 多 边 形 法 则 。 
在 平面 汇 交 力 系 所 在 的 平面 内 ， 任 取 一 点 a， 按 一 定 的 比例 尺 , 将 力 的 大 小 用 适当 长 
度 的 线段 表示 ， 根 据 力 三 角形 法 则 ， 先 作 矢量 Qi 平行 且 等 于 F ， 再 从 点 5 ЕЕ ВЕБЕ А. 
等 于 力 F,， 用 虚线 连接 矢量 芝 ， 即 代表 力 Fl 和 F, 的 合力 Fi 的 大 小 与 方向 ; 再 过 力 Pi 
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的 终点 <。 作 矢量 cd 平行 且 等 于 力 F;， 虚 线 连接 矢量 49， 即 代表 力 Fh 和 ;的 合力 Fi 的 大 
小 与 方向 (也 就 是 、F,、F; 的 合力 大 小 和 方向 ) 。 最 后 将 Fr 与 Е, ИН Кае, ВИЗ 
到 该 平面 汇 交 力 系 的 合力 Fk 的 大 小 与 方向 ， 如 图 2.2(b) 所 示 。 多 边 形 абсае 称 为 此 平面 
汇 交 力 系 的 力 多 边 形 ， 矢 量 & 称 为 力 多 边 形 的 封闭 边 。 封 闭 边 和 撩 量 & 即 表示 平面 汇 交 力 系 
合力 Fr 的 大 小 和 方向 ， 而 合力 Fr 的 作用 线 仍 应 通过 原 力 系 汇 交点 4， 如 图 2.2(a) 所 示 。 
上 述 求 合 力 的 作 图 规则 称 为 力 多 边 形 法 则 ， 根 据 矢量 相 加 的 交换 律 ， 任 意 变 换 各 分 力 矢 的 
作 图 次 序 ， 可 得 形状 不 同 的 力 多 边 形 ， 但 其 合力 矢 只 仍然 不 变 ， 如 图 2.2(c) 所 示 。 必 须 
注意 ， 作 力 多 边 形 的 矢量 规则 为 : 各 分 力 的 矢量 沿 着 环绕 力 多 边 形 边界 的 某 一 方向 首尾 相 
接 ， 而 合力 矢量 沿 相反 的 方向 ， 由 第 一 个 分 力 矢 的 起 点 指向 最 后 一 个 分 力 矢 的 终点 。 值 得 
一 提 的 是 ， 在 作 力 多 边 形 时 ， 如 图 2.2(b) 中 的 虚线 矢量 受 、 如 不必 面 出 。 

上 述 结果 表明 : 平面 汇 交 力 系 合成 的 结果 是 一 个 合力 ， 合 为 作用 线 通 过 各 力 的 汇 交 
点 ， 合 力 的 大 小 和 方向 等 于 原 力 系 中 所 有 各 力 的 矢量 和 ， КА 
Еһ = Е, жар да ; (2-2) 

若 力 系 中 各 力 的 作用 线 重合 ， 则 该 力 系 称 》 Зы J 系 。 它 是 平面 汇 交 力 系 的 特殊 情 
况 ， 其 力 多 边 形 在 同一 直线 上 ， 合 力 的 作用 钱 号 力 系 中 各 力 的 作用 线 相同 。 若 沿 直线 的 某 
一 指向 为 正 ， 反 之 为 负 ， SN 决 于 各 分 力 的 代数 和 ， 即 


№ = УЕ, Аы (2-3) 
2% 
РЕН Er тенни сеп 


平面 汇 交 力 系 可 用 其 合力 来 代替 。 汇 交 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 : 该 
е 


力 系 的 合力 SS | 
4 







































Fr = (8 =0 (2-49 
1 


力 系 平衡 时 ， 在 力 多 边 形 中 最 后 一 个 力 的 终点 与 第 一 个 力 的 起 点 重合 ， 此 时 的 力 多 边 
形 自行 封闭 。 于 是 , 平面 汇 交 力 系 平衡 的 几何 条 件 可 表述 为 : 该 力 系 的 力 多 边 形 自行 封 
闭 。 利 用 这 个 几何 条 件 ， 可 以 通过 作 图 的 方法 来 确定 未 知 的 约束 反 力 ， 这 种 方法 称 为 图 解 
法 。 即 按 比例 先 画 出 封闭 的 力 多 边 形 ， 然 后 ,直接 量 得 或 利用 三 角 关 系 计算 出 所 要 求 的 未 
知 量 。 下 面 通过 例子 来 说 明 图 解法 的 应 用 。 

【 例 2-1】 如 图 2.3(a) 所 示 ， 平 面 吊环 上 作用 有 四 个 力 FI Е, Е, Е, “НГ 
交 于 圆 环 的 中 心 。 其 中 FF 水平 向 左 ， 大 小 为 10kN，F, 指向 左下 方向 ,与 水 平 轴 夹 角 为 
30°， 大 小 为 15kN; Е 垂直 向 下 ， 大 小 为 8&kN; Е. 指向 右 下 方 ， 与 水 平方 向 夹 角 为 45°， 
大 小 为 10kKN， 试 求 其 合力 。 

解 : 根据 图 2.3(a) 中 所 示 的 力 的 比例 尺 ， 按 顺序 画 出 F, 、F, Ез, Е, 的 各 力 矢量 ， 
得 到 力 多 边 形 obcde， 封 闭 边 矢量 屁 即 表示 平面 汇 交 力 系 合力 矢 Fk， 如 图 2.3(b) 所 示 。 按 
比例 量 得 Fh =27. SKN ， 并 量 得 该 矢量 与 水 平方 向 的 夹 角 为 a =55"。 合 力 结果 示 于 图 2.3(a) 
中 ,合力 通过 原 力 系 的 汇 交点 。 
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力 比例 尺 (kN) 
9 5 10 15 
8.6.03 





图 2.3 


【 例 2-2】 如 图 2.4(a) 所 示 的 简 支 梁 在 中 点 С Po 20к ШИ, НЫ 
水 平 线 夹 角 为 60°*， 应 用 图 解法 求 梁 两 端 约束 反 力 的 大 小 。, 

解 : 首先 选取 梁 АВ 为 研究 对 象 ， 画 出 梁 48 的 受 力 Ж 2.4(Ь) 所 示 。 由 于 8B 处 
为 活动 匀 链 支 座 ， 其 约束 反 力 垂直 于 斜面 。 然 后 应 用 鞠 i 汇 交 原理 可 确定 固定 贸 链 支 
座 4 处 的 约束 反 力 的 方向 。 Ен 

根据 平面 汇 交 力 系 平衡 的 几何 条 件 ， М ед 组 成 一 封闭 的 力 三 角形 。 按 照 一 定 的 


比例 先 画 出 已 知 力 矢 吧 = Е, Ай ТТЕ, н а 作 直线 平行 于 F,， 这 两 条 
直线 相交 于 点 c， 如 图 2.4(c) 所 
хь а 


р УАЗ 7 + B F ча 
4а У ғ, 
І 9 е 
ХА» р (6) (с) 
ы 图 2.4 
在 力 三 角形 中 ,线段 bc 和 са 分 别 表示 下 ЖЕ, 的 大 小 ， 由 三 角 关系 ， 可 得 
= Ёсоѕ30° -20КХ х соѕ30° = 17. 32kN 
Ев = Fsin30° =20КМ х sin30° = 10kN 
[912-3] 如 图 2.5(a) 所 示 的 圆 球 0 重 为 W， 放 在 与 水 平面 夹 角 为 a 的 光滑 斜面 
Е, ВС 为 绳索 ， 与 铬 垂 面 夹 角 为 8B， 求 绳索 拉力 与 斜面 对 球 的 约束 反 力 。 
解 : 选 圆 球 0 为 研究 对 象 ， 受 力 分 析 如 图 2.5(b) 所 示 。 小 球 受到 重力 W、 光 滑 斜面 
的 法 向 反 力 F 及 绳子 拉力 Fe 的 作用 而 处 于 平衡 状态 。 由 三 力 平衡 汇 交 原理 可 知 它们 构成 
一 平面 汇 交 力 系 。 
根据 平面 汇 交 力 系 平衡 的 几何 条 件 ， 这 三 个 力 应 组 成 一 封闭 的 力 三 角形 。 按 照 一 定 的 
比例 先 画 出 已 知 力 矢志 =W， 再 由 点 5 作 直 线 平行 于 Fe ， 由 点 а 作 直 线 平行 于 FR ， 这 两 条 
直线 相交 于 点 c， 如 图 2.5(c) 所 示 。 
在 力 三 角形 中 ,线段 bc 和 са 分 别 表示 Fe ЖЕ, 的 大 小 ,由 三 角 关系 ， 可 得 
Ел Ес ЦА 


sin8 sina sin(180° -а-В) 
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解 得 
= sinB т.ғ. эта 





sin(a +В) сЗ віп(а +6)" 
通过 以 上 例题 分 析 ， ас рае 


ПЕТРИ ТУТИН 
о) жем, вахии. има 和 约束 反 力 。 
(з) 作 力 多 边 形 或 力 三 角形 。 选 择 适当 的 比例 信众 出 该 力 系 的 封闭 力 多 边 形 或 力 三 角 
шана а 
形 或 力 三 角形 。 

бо жиі. pki 或 者 用 三角 公式 计算 。 


2.2 зік oa 


и 用 几何 法 求解 不 太 方便 ， 因 此 要 应 用 平 





面 汇 交 力 系 合 衡 的 解析 法 
2.21 力 在 轴 上 的 投影 


设 х 轴 是 力 矢 量 所 在 平面 内 的 一 个 坐标 轴 ， 如 图 2.6(a) 所 示 。 从 力 和 撩 的 端点 4、B 

分 别 作 x НИНЕ, ла, БИО А, В 两 点 在 轴 上 的 投影 ， 而 线段 ab 的 长 度 则 称 为 力 

正在 x 轴 上 的 投影 ， 并 规定 当 ар 的 指向 与 x 轴 的 正 向 一 致 时 取 正 值 ， 反 之 取 负 值 。 因 此 ， 
力 在 轴 上 的 投影 是 一 个 代数 量 ， 一般 记 为 F,。 设 F 与 x 轴 的 正 向 的 夹 角 为 a， 则 有 

Е, = Есова (2--59 











ж 
А 
一 一 一 一 9 


г кенен 
| И 
= 
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图 2.6 
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9797) 力 在 平面 直角 坐标 系 中 的 投影 与 分 解 
在 平面 直角 坐标 系 中 ， 通 常用 К, Е, 表示 力 F 在 x*、y 轴 上 的 投影 。 假 设 力 与 x、 
у 轴 正 方向 的 夹 角 分 别 为 a、B， 如 图 2.6(b) гл, ДЕ, 、 及 可 分 别 表示 为 
Е, = Есоза; Е, = Ғсоя8 (2-6) 


如 果 将 一 个 力 下 向 两 坐标 轴 方 向 进行 分 解 ， 得 到 力 正 在 x、y 轴 上 的 分 力 F, МЕ, 54 
直角 坐标 系 ， 两 分 力 的 大 小 应 分 别 等 于 该 力 在 两 坐标 轴 上 的 投影 。 这 样 ， 力 FF 的 解析 表达 
式 可 写 为 








F=Fi+h,j (2-7) 
这 里 六 了 分 别 为 x、y 轴 的 单位 矢量 。 反 之 ， К: SRF, ом, ШЛЕМ 
大 小 和 方向 可 由 式 (2 -7) 计算 < 
| ғ-/ғағ А 
Е, (2-8) 
0080 = соз 


必须 指出 ， ne 对 一 般 坐标 系 ， 一 个 力 在 两 坐标 
轴 上 的 投影 和 该 力 沿 两 坐标 轴 分 解 所 得 在 数值 上 并 不 一 定 相等 。 
利用 力 在 直角 坐标 系 中 的 投影 和 为 从 六 的 关系 及 合力 投影 定理 ， 可 以 用 解析 法 来 计算 


平面 汇 交 力 系 的 合力 。 “ 


3) Ж % 5) 
2.23 тис» 的 解析 法 ха. 
前 面 已 应 RxD шик, 将 式 (2 -1) 中 各 力 分 别 写成 解析 表 
Ж, Ж № < 


Ер = “Д Е =Елі+Е ј, Е. = Еі +], *, Е, =Е,,і+Е,, ј 
КА (2-1), 有 
Екі + Ер = (Ра +Е + +h и) + (Е +Е +---+Е„)] 
比较 系数 ， 可 得 


Ер. = Ед Ед Fs Е, = УЕ, 
= (2-9) 


Еву = Ра + Ер + ***+Р = УЕ, 


(2-9) 称 为 合力 投影 定理 ， 即 合力 在 某 一 轴 上 的 投影 等 于 各 分 力 在 同一 轴 上 投影 
的 代数 和 。 若 已 知 合力 Ру 在 两 坐标 轴 上 的 投影 ， 则 合力 Fk 的 大 小 和 方向 可 分 别 表示 为 


= М+М, = (ХЕ, (ХБ) 
ғ, ХЕ, ы Кр 


cos(FR ,) шіт 9 гд ,Cos(Fr,j) = гааг 


(2-10) 
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【 例 2-4】 用 解析 法 计算 例 2 一 1 中 的 合力 。 
解 : 选 定 参考 坐标 系 ， 如 图 2.7 所 示 。 根 据 图 中 各 力 的 大 
小 和 方向 ， 分 别 求 出 它们 在 两 坐标 轴 上 的 投影 。 

Е = -Р, = -10КМ, Б, =0 
Ғ,--Е,-соз30%- – 12. 99К№, Е, = – Ё, + 530° = -7.5КМ 
Ед =0, Ел = - Е, = -8kN 
Е. = Е, с0з45° =7. 070, Е, = -PFsin45° = -7.07КМ 

由 合力 投影 定理 ， 合 力 在 两 坐标 轴 上 的 投影 分 别 为 
= УЕ, -(-10-12.99%7.07)КУ =-15.92kN 


= УР, = (-7.5-8- А = – 22. 57КМ 





























合力 Fr 的 大 小 和 方向 分 别 为 





ев 92 _ _ = =22.57 _ _ 
cos( Ри 1) ғ, =7 62 = 0. 5764, соз(Ғұ 27.60 = 0. 8172 
(ЕРк,#) =125.2°,( ау Ма, 8° 
由 于 Ер, <0, Fr, <0, КА 如 图 2.7 所 示 。 
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УҲ У р 
由 前 所 述 ， шам Ж, (2-9) 应 有 
$ 4 1 


„А Xu 
要 使 上 式 成 立 ама 足 ЖУ; 


2 





1 (2-11) 

式 (2-10) 称 为 平面 汇 交 力 系 的 平衡 方程 ， 即 平面 汇 交 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 
是 : 力 系 中 各 力 在 任 一 坐标 轴 上 投影 的 代数 和 为 零 。 利 用 这 两 个 独立 方程 可 求解 出 两 个 未 
知 量 。 

【 例 2-5】 重量 С = 100N 的 球 用 两 根 细 绳 悬挂 固定 ， 如 图 2. 8(a) 所 示 。 试 求 各 绳 
的 拉力 。 

解 : 以 4 球 为 研究 对 象 ， 其 受 力图 如 图 2.8(b) 所 示 。 














力 比例 尺 (N) 
0 50 100 
а 


(с) 
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我 们 可 先 用 几何 法 计算 ， 根 据 力 多 边 形 闭合 条 件 ， 作 出 力 三 角形 。 按 照 一 定 的 比例 先 
画 出 已 知 力 矢 呢 = G， 再 由 点 了 作 直 线 平行 于 Fos， 由 点 а 作 直 线 平行 于 Fp,， 这 两 条 直线 


相交 于 点 <， 如 图 2.8(ce) 所 示 。 
在 力 三 角形 中 ,线段 bc 和 са 分 别 表示 Fcp 和 Fpy 的 大 小 ， 由 三 角 关系 ， 可 得 


sin75° «іп459 віп60% 
解 得 两 绳 的 拉力 分 别 为 
Евр -73.2М, Fes =89.7N 
然后 用 解析 法 求解 。 建 立 如 图 2. 8(b) 所 示 的 坐标 系 ， 列 出 平衡 方程 
УЕ, =0 Е;соѕ45° – Fancos30。= 0 


Ув, =0 Ғ,віМ5%% Fppsin30° — аА 
联 立 求解 ， 可 得 两 绳 的 拉力 分 别 为 


SN 
Евр =73.2N, Poe = 
两 种 方法 解 出 的 结果 完全 相同 。 


【 例 2-6】 平面 刚 架 在 C 点 受 9(а) 所 示 。 设 P=80kN, 不 
ІНЕ, БОКА, В 支 座 约束 反 力 。 

















解 : 取 刚 架 为 研究 对 象 ， 它 受到 了 P、Fr4 、Fs, 三 个 力 的 作用 ， 其 受 力图 如 图 2.9(b) 
所 示 。 应 用 三 力 平衡 汇 交 定理 可 以 确定 Fr 的 作用 线 通 过 4、D 两 点 。 列 出 平衡 方程 
Ув; = 0 Р + Ердсоѕа = 0 


Е 
4 


Fi = -= -80kN х = -100кх 


负 号 表示 约束 反 力 Fn 方向 与 原 假定 方向 相反 。 再 由 
УЕ, =0 Fg,+ Frasing =0 


5 


Еу = = Ра * та = ~ 100kN x ( -了 =60kN 


正 号 表示 约束 反 力 Fp, 方 向 与 原 假定 方向 一 致 。 

【 例 2-7】 简易 起 重 机 如 图 2. 10(a) 所 示 ， 重 物 重 WW=10kN。 不 计 杆 件 自重 ,不 计 
摩擦 力 ， 不 计 滑轮 大 小 。 设 4、B、C 处 均 为 铵 链 约束 ， 试 求 杆 4B8 ВС 所 受 的 力 (假设 起 
吊 时 物体 作 匀 速 直线 运动 ) 。 
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(Ы) 


2.10 


№. 杆 4B、BC 均 为 二 力 杆 ， 不 妨 假设 二 杆 均 受 拉 。 将 滑轮 连同 销 钉 作 为 研究 对 象 ， 
作出 其 受 力图 ， 如 图 2. 10(b) 所 示 ， 其 中 W 为 起 吊 绳 对 滑 я 方向 垂直 向 下 。 
因为 物体 作 匀 速 直线 运动 ， 属 于 平衡 状态 ， 所 以 拉 绳 的 的 重量 相等 ， 即 Fpp = 
1 = 10К№, Е ЕЕЕ ТРЕЕ АВ 上 的 力 ， 4 的 反作用 力 。Pac 为 销 钉 通 
过 饺 链 作用 于 杆 BC 上 的 力 ， A 下 计 滑 轮 的 大 小 ， 故 作用 于 滑轮 
上 的 所 有 力 构 成 一 平面 汇 交 力 系 。 к” 


ХЕ,-0 -Ғ, 45%-Е,) * соѕ60° = 0 


УЕ, =0 5% “еф г а 0 














联 立 求解 ， 可 得 оу ҳо 
жала АИ 
Plc = -St нї > = -10+10%? B06,N _ -26.39kN 
2 ---віп45 


0. 

Ри = -Fpp 603609 — Е, + 本 5 +26. 39kN x0.707 =13. 66kN 
负 号 表示 实际 的 房 向 与 假 设 方向 相反 惩 号 表示 实际 Fh 的 方向 与 假设 方向 相同 。 
ЕЖЕ ВС 5 у! АВ 受 拉 。 
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力 对 刚体 的 运动 效应 使 刚体 的 运动 状态 发 生 改 变 (包括 移动 与 转动 ) ， 其 中 力 对 刚体 
的 移动 效应 可 用 力 矢 来 度量 ， 而 力 对 刚体 的 转动 效应 则 要 用 力 对 点 的 矩 〈 简称 力矩 ) ЖШ 
量 ， 即 力矩 是 度量 力 对 刚体 转动 效应 的 物理 量 。 

图 2. 11 所 示 为 用 扳手 松紧 螺母 的 示意 图 。 作 用 于 扳手 的 力 Е 使 扳手 和 螺母 一 起 绕 螺 
母 中 心 转动 ， 由 经 验 可 知 ， 力 F 使 扳手 和 螺母 绕 点 0 转动 的 效应 既 与 力 F 的 大 小 有 关 ， 
БОЖЕ ЕЕ а 有关。 因而 在 平面 问题 中 ， 通 常 将 乘积 Fd 冠 以 正 负 号 ， 作 为 
度量 力 正 使 刚体 绕 点 0 转动 效应 的 物理 量 。 这 个 量 称 为 力 对 点 之 矩 ， 简 称 力矩 。 力 正 对 
于 点 0 МЕН Mo(E) 表示 ， 即 















































Мо(Е) = + Еа (2-12) 
点 0 称 为 矩 心 ; алла АЖО ЕН ЕНІН ЕНІН. ЗІЛЕДІ ЕН 
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刚体 绕 点 0 逆 时 针 转 动 为 正 ， 顺 时 针 转 动 为 负 。 
力 正 对 点 0 之 矩 ， 其 值 还 可 以 用 以 力 F 为 底 边 ， 
以 矩 心 0 为 顶点 所 构成 的 三 角形 面积 的 两 倍 来 表 
示 ， 如 图 2. 11 所 示 。 
Мо(Е) = +25 додв (2-13) 
力矩 的 单位 为 N . m ( 牛 [ 顿 ] . Ж) 或 KN + m 
(ТА СЯ) . 米 )。 由 力矩 的 定义 式 (2 一 12) 可 首 
Ж; 当 d=0， 即 力 的 作用 线 通 过 和 矩 心 时 ,力矩 的 мен о] 
值 为 零 ， 当 力 沿 作用 线 滑动 时 ， 该 力 对 任 一 国定 点 的 矩 保 持 不 变 。 























2.4 平面 力 偶 系 


Ж; 

“ы 
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< 


在 日 常生 活 中 ， ре 和 情况 ， 如 用 手打 开水 龙头 、 用 手 族 
开 笔 帽 、 用 钥匙 开锁 等 。 在 机 械 工程 中 也 有 许 风 力 偶 的 例子 ， 如 驾驶 员 对 转向 盘 的 操作 、 
钳工 对 丝锥 的 操作 等 。 这 些 例子 告诉 我 然 } 力 视 是 作用 在 物体 上 的 两 个 大 小 相等 、 方 向 相 

\ 肥 ， 且 不 共 线 的 二 对 平行 力 所 组 成 的 力 系 ， 记 作 
(Е, Р), Ќа озго СИЕ 
Жа ИИИ АЕ ВОЗЕТЕ 2 ВЕ 
面 。 28% 体 的 外 效应 只 能 使 刚体 产生 转动 。 
ж) 


诉 
№ 
“2 


2 









Еца И еа И 
СЫ ТТТ Е" 

7 示 ， 即 
М-аға (2-14) 


式 中 ， 正 负 号 一 般 以 逆 时 针 转 向 为 正 ， 顺 时 针 转 向 为 负 。 
力 偶 矩 的 单位 为 Nm， 由 图 2. 12 可 知 ， 力 偶 矩 的 大 小 也 可 用 力 偶 中 的 一 个 力 为 底 边 
与 男 一 个 力 的 作用 线 上 任 一 点 所 构成 的 三 角形 面积 的 两 倍 表示 ， 即 


М- 25,0% (2-15) 
ВЯ 


性 质 1 力 偶 既 没有 合力 ， 也 不 能 用 一 个 力 平衡 。 

力 偶 是 由 两 个 力 组 成 的 特殊 力 系 ， 该 力 系 不 能 合成 为 一 个 力 ， 或 用 一 个 力 来 等 效 替 
换 ; 力 偶 也 不 能 用 一 个 力 来 平衡 。 力 偶 只 能 对 刚体 
产生 转动 效应 ， 而 力 既 能 对 刚体 产生 转动 效应 ， 同 
时 又 能 产生 平 动 效应 。 

性 质 2 力 偶 对 其 作用 面 内 任意 一 点 的 矩 恒 等 
于 该 力 偶 的 力 偶 矩 ， 与 矩 心 的 位 置 无 关 。 Е 

证 明 : 设 有 一 力 偶 (Е, Е’) 作用 在 刚体 上 某 
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平面 内 ， 其 力 偶 矩 M = Fd， 如 图 2. 13 所 示 。 在 此 平面 上 任 取 一 点 O， 该 点 至 力 环 的 垂 


距离 为 x<， 计 算 力 偶 对 0 ХПА 0) 
Mo(F,F')=F'(x+d)— 


是 对 哪 一 点 的 矩 ， 而 简 记 为 M。 


ш 





х= Еа = М 
可 见 ， 力 偶 矩 与 窍 心 选择 无 关 。 因 而 力 偶 与 力矩 不 同 ， 标 注 力 偶 窍 时 不 需要 指明 力 偶 











性 质 3 ”只 要 保持 力 偶 矩 的 大 小 和 转向 不 变 ， 可 改变 力 偶 作 用 的 位 置 ， 也 可 同时 改变 








力 的 大 小 和 力 偶 臂 的 长 短 ， 而 不 影响 力 偶 对 刚体 的 作用 效果 。 



































丝锥 攻 螺纹 时 ， 若 将 力 增加 1 倍 ， 而 力 偶 臂 减少 1/2， 
力 偶 矩 的 大 小 和 转向 不 变 ， 可 以 同时 改变 力 偶 中 力 的 大 4 
对 刚体 的 作用 。 





转向 相同 ， pa i 


表示 力 偶 矩 的 


如 图 2. 14(a) 所 示 ， 拧 紧 瓶 盖 时 ， 可 将 力 偶 加 在 4、 
同 。 因 此 ， 力 偶 对 刚体 的 作用 与 力 偶 在 其 作用 面 内 的 位 置 无 关 。 又 如 图 2. 14(b) 所 示 ， 


ві С, р 位 置 ， 其 效果 相 


其 效果 仍 相同 。 因 此 ， 只 要 保持 
小 和 力 4 长短， 而 不 改变 力 偶 





Е нии, 如 图 2. 15 所 示 。 箭 头 表示 力 偶 的 转向 ，W 
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如 图 2.16 所 示 , 假设 (Е, Еу), (Е, Е)) 是 作用 在 物体 同一 平面 内 的 两 个 力 偶 ， 


根据 力 偶 的 等 效 性 质 ， (Б, Е!) 可 以 与 通过 4、B 两 
а= Еа =М,. (Е,, Ез) 同样 可 以 与 通过 4、B 两 


点 的 一 对 力 (Е, Еу) 等 效 ， 即 


ЖИ (Е, Е) 等 效 ， 即 














Fd =Е,0 = -М,. ВЕ, ЕЛЕ УЕ; , Ей ЕТО (Е, Е’), Жб 


力 偶 矩 为 
М-Ға-(Б,-Е,)4-Е,4-Е,4 


平面 力 偶 系 合成 的 结果 为 一 合力 偶 矩 ， 合 力 偶 矩 等 


=М, «М, 





F 力 偶 系 中 各 力 偶 矩 的 代数 和 。 
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РСА 
ГА у ің 
FN— N\A: 
图 2.16 


上 述 结论 可 以 推广 到 任意 多 个 力 偶合 成 的 情形 ， 即 在 同 平面 内 的 任意 一 个 力 偶 可 合成 
为 一 个 合力 偶 ， 合 力 偶 的 力 偶 矩 等 于 各 已 知 力 偶 的 力 偶 矩 的 代数 和 ， 可 写 为 
м = Ум, (2-16) 
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平面 力 偶 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 : 合力 偶 矩 为 零 。 eR 即 
M= Ум, -0 (2-17) 
Ж(2-17) 也 称 为 平面 力 偶 系 的 平衡 方程 ， ee вани 出 一 个 未 知 量 。 


【 例 2-8】 简 支 粱 48 上 受 力 如 图 2. 17(а) 所 梁 的 反 力 。 
解 : 以 48 梁 为 研究 对 象 ， 受 力 分 析 如 图 ah 所 示 。 因 为 力 偶 只 能 与 力 偶 平衡 ， 
. Ерді зене в лыве Л Fas 必 组 成 一 个 力 偶 。 由 平面 力 偶 系 


的 平衡 条 件 ， ЯР 
Ум, =0 қты т — бКМ x2mxsin30° = 0 
解 得 Ж. 站 


ий 2kN, хх Ха 


>А OKN 6kN н 
хана < 5 «0. ву 
УА 
“Ж с р 
1т 


(а) 





#2. 17 


[912-9] 四 连 杆 机 构 0480, 如 图 2. 18(а) 所 示 。 已 知 在 04 和 018 上 分 别 作用 力 
偶 M 和 M,， 且 知 Mi=1kN: m，04=40cm，01B=60cm， 不计 各 杆 自 重 , 求 平衡 时 力 偶 
ЖМ, 的 大 小 及 АВ 杆 所 受 的 力 。 

Ж. 分 别 取 杆 ОА 和 О, В 为 研究 对 象 。 因 为 杆 АВ 为 二 力 杆 ， 假 设 受 拉 力 ， 则 04、01B 
的 受 力图 如 图 2. 18(b) 、 图 2. 18(c) 所 示 。 它 们 都 是 平面 力 偶 系 的 平衡 问题 ， 于 是 可 分 别 
列 静 力 平衡 方程 





ОА; УМ, = Ев .0O4sin30。-M = 0 
ов: УМ, = М, -Fo + 0В = 0 
式 中 ，Fa = Ps。 联 立 求解 ， 可 得 平衡 时 АВ 杆 所 受 的 力 及 力 偶 矩 М, 的 大 小 为 
Ев = Ер =5КМ, М,-3КМ-т 
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С 小 结 2 „(< |А 
1 平面 汇 交 力 系 的 合成 与 平衡 的 几何 法 М 
对 于 平面 汇 交 力 系 ， Нан ЖД; 边 为 平面 汇 交 力 系 的 合力 。 合 
力作 用 线 通 过 各 力 的 汇 交 点 ， 合 力 的 大 小 和 方向 等 ЛИ, 即 
в. = +, ҳу УЕ, = УЕ, 
еее 系 的 合力 等 于 零 ， 即 


A Ув =0 Хы 


力 系 平衡 时 ， вазе аби пнде, 此 时 的 力 多 边 
ВАНА, ТА, асу 表述 为 : 该 力 系 的 力 多 边 形 自行 
封闭 。 

2. ТЕЧНО а 


汇 交 合力 在 某 一 轴 上 的 投影 等 于 各 分 力 在 同一 轴 上 投影 的 代数 和 ， 即 
Ер. = УЕ, 


Ер = Е +Е. + +Е, = УЕ, 


平面 汇 交 力 系 平衡 的 解析 条 件 : 力 系 中 各 力 在 两 直角 坐标 轴 上 的 投影 的 代数 和 分 别 等 
于 零 ， 即 
УР, =0 
Ук, =0 
上 式 称 为 平面 汇 交 力 系 的 平衡 方程 ， 利 用 这 组 平衡 方程 可 求解 出 两 个 未 知 量 。 
3. 平面 力 偶 的 合成 与 平衡 
同 平面 内 的 任意 一 个 力 偶 可 合成 为 一 个 合力 偶 ， 合 力 偶 的 力 偶 和 矩 等 于 各 已 知 力 偶 的 力 
ЧАЕК, Пр 


М = Хм, 
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平面 力 偶 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 : 各 力 偶 矩 的 代数 和 等 于 零 ， 即 


м = УМ, -0 
上 式 也 称 为 平面 力 偶 系 的 平衡 方程 ， 利 用 这 个 平衡 方程 可 求解 出 一 个 未 知 量 。 
Свт) 


2-1 输电 线 跨度 1 相同 ， 电 线 下 重量 户 越 小 ， 电 线 越 易 拉 断 ， 为 什么 ? 

2-2 已 知 一 力 的 大 小 和 方向 ， 要 使 其 分 力 有 确定 的 解 ， 需 要 附加 什么 条 件 ? 

2-3 若 平面 汇 交 力 系 的 合力 在 任意 两 个 互 不 平行 的 轴 上 投影 的 代数 和 均 为 零 ， 则 该 
力 系 是 否 平衡 ? 为 什么 ? 

2-4 力矩 与 力 偶 有 哪些 异同 ? А 


一 、 是 非 题 (正确 的 在 括号 内 打 “V”， 2”) 

тенир АНИ НИЯ. КОРОНА НИ, 
/ ў ео 

иеле Не За 所 得 的 合力 一 定 


相同 。 ( ) 

з, 在 平面 汇 交 力 系 的 平 得 方术 两 个 投影 轴 женен, (7 

4. 在 保持 力 偶 矩 大 小 ЕТІС Е, зун ен 19(a) 所 示 D ЛИН М 

移 到 如 图 2.19(b) 所 示 гаа (0) 
У ж 





图 2.19 
5. 如 图 2. 20 所 示 的 四 连 杆 机 构 在 力 偶 М, = М, 的 作用 下 系统 能 保持 平衡 。 ( ) 


6. 如 图 2. 21 所 示 的 皮带 传动 ， 若 仅 是 包 角 a 发 生变 化 ， 而 其 他 条 件 均 保持 不 变 ， 则 
使 带 轮 转动 的 力矩 不 会 改变 。 6 
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二 、 填 空 题 

1. 平面 汇 交 力 系 的 平衡 的 充 要 条 件 是 ， 利 用 它们 可 以 求解 个 未 知 的 
约束 反 力 。 

2. 三 个 力 汇 交 于 一 点 ， 但 不 共 面 ， 这 三 个 力 相互 平衡 。 

3. 如 图 2. 22 т, НАВ 自重 不 计 ， 在 五 个 力 的 作用 下 处 于 平衡 状态 ， 则 作用 于 点 B 
的 四 个 力 的 合力 Fh = ， 方 向 沿 А 

4. 如 图 2. 23 所 示 的 结构 中 ， 力 P 对 点 О 的 矩 为 Е 





#2. 22 


2.23 


5. 平面 汇 交 力 系 中 作 力 多 边 形 的 矢量 规则 ， КЎ 各 着 环绕 力 多 边 形 边界 的 
某 一 方向 。 ， 而 合力 矢量 沿 Я ;一 个 分 力 的 。 指向 最 后 一 
分 力 的 А 
6. 在 直角 坐标 系 中 ， 力 对 坐标 轴 еру 沿 坐标 轴 分 解 的 分 力 的 大 小 ， 但 
5) 


在 非 直 角 坐 标 系 中 ， ады 
三 、 选 择 题 
1. 如 图 2. а нева зокон 的 7 jg 下 面 说 法 正确 的 是 (。”)。 
(A) (a) 图 和 ДЕР жақ В) 5 图 和 (с) 图 是 平衡 力 系 
(C) (a) We 是 平衡 力 系 хх А (с) 图 和 (а) 图 是 平衡 力 系 


AAA 


(а) (5) (с) (4) 
图 2.24 


2 关于 某 一 个 力 、 分 力 与 投影 ，( ) 说 法 正确 。 
(А) 力 在 某 坐 标 轴 上 的 投影 与 力 在 该 轴 上 的 分 力 都 是 矢量 ， 且 大 小 相等 ， 方 向 一 至 
(В) 力 在 某 坐 标 轴 上 的 投影 为 代数 量 ， 而 力 在 该 轴 上 的 分 力 是 矢量 ， 两 者 完全 不 同 
(С) 力 在 某 坐 标 轴 上 的 投影 为 矢量 ， 而 力 在 该 轴 上 的 分 力 是 
代数 量 ， 两 者 完全 不 同 
(D) 对 一 般 坐 标 系 ， 力 在 某 坐标 轴 上 投影 的 量 值 与 力 在 该 
轴 上 的 分 力 大 小 相等 
3. 如 图 2. 25 所 示 ， 四 个 力作 用 在 一 物体 的 四 点 4、B、C、D 
Е, 设 P БР,, Р, БР, 大 小 相等 、 方 向 相反 ， 且 作用 线 互相 平 
图 2.25 行 ， 该 四 个 力 所 作 的 力 多 边 形 闭合 , 那么 ( ”)。 


рй иша 的 分 力 的 大 小 А 
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(А) 力 多 边 形 闭 合 ， 物 体 一 定 平衡 
(В) 虽然 力 多 边 形 闭 合 ， 但 作用 在 物体 上 的 力 系 并 非 平面 汇 交 力 系 ， 无 法 判定 物体 
是 否 平衡 


(с) 作用 在 该 物体 上 的 四 个 力 构成 平面 力 偶 系 ， 物 体 平衡 由 У, м, = 0 来 判定 



























































(D) 上 述说 法 均 无 依据 

4. 力 偶 对 物体 的 作用 效应 ， 取 决 于 (00). 

(А) 力 偶 矩 的 大 小 (в) 力 偶 的 转向 

(С) 力 偶 的 作用 平面 (р) 力 偶 矩 的 大 小 ， 力 偶 的 转向 和 力 偶 的 作用 平面 

5 一 个 不 平衡 的 平面 汇 交 力 系 , 若 满足 多 Е, = 0 的 条 件 ， 则 其 合力 的 方位 应 是 ( ). 
与 x НЕТ (в) 与 x Я 

(С) 与 y 轴 正 向 的 夹 角 为 锐角 (р) зайве, 

四 、 计 算 题 

1. 在 物体 的 某 平面 上 点 4 受 四 个 力作 用 ， Ис нз 26 所 示 。 试 用 几何 











法 求 其 合力 。 
2. 螺栓 环 眼 受 到 2. г, ий 和 方向 如 图 2. 27 所 示 ， 和 欲 使 
该 力 系 合力 方向 铅 垂 向 下 ， 大 小 等 于 ерер еШ 的 大 小 和 方向 。 
3. 如 图 2. 28 С На оі ШЕ, -2.4КМ, Е, =1.6КМ, Е; = 





4.8kN。 试 用 几何 法 求 当 а 角 多 Рат -的 合 合力 沿 水 平方 向 ， 并 求 此 时 
的 合力 。 






ўр 
Ar 
ы 


人 






0.75kN 
图 2.26 


4. ЕЛІК, =100М, Е, =50М, Ғ,-60У, Е; =80N， 各 力 方向 如 图 2. 29 所 示 。 试 分 别 


求 各 力 在 x ІЛ у 轴 上 的 投影 。 
5. 如 图 2. 30 М ж, Е, =20КМ, Е, = 14. 14К№, Е; =27.32kN。 试 求 此 三 个 力 的 合力 。 





Fs=27.32kN 





图 2.30 
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6. 求 如 图 2. 31 所 示 各 梁 支 座 的 约束 反 力 。 


Е=10к F=10kN 
4 Co si a а С в 4 cA в 
45 
Е 2т АЯ 2т | B 2m ЕТ 2т Я А 2т 4 2т ы 
(а) » «) 








2.31 





7. 压路机 的 碾子 半径 R=40cm， 在 其 中 心 0 处 受 重 力 № = 2003, Ш 2. 32 所 示 。 
试 求 碾子 越过 厚度 为 gcm 的 石板 时 ， 所 需 的 最 小 水 平 拉力 Fii, ， 以 及 碾子 对 石板 的 作 
用 力 。 
8. 水 平 杆 48 ИНН А 和 绳索 BD 连接 ， 在 杆 中 RN 1kKN， 如 图 2.33 所 




















ж НЕН, ЖЕНА 处 的 反 力 和 绳索 BD 的 拉力 
9. 如 图 2. 34 所 示 , ЖАВ К 2, В 端 挂 一 2014 ，4 端 靠 在 光滑 的 铅 直 墙壁 
上 ，C 点 搁 在 光滑 的 台阶 上 。 设 杆 自重 不 计 ， и аи ахла 4、C 处 的 反 力 及 





АС 的 长 度 。 





в: қыз 图 2.34 
10. 如 图 235 所 示 的 起 重 机 支架 的 2? АСЖЕЛІЕСВЕХЖҮЕТУ ЕЕЕ, ЗЕ А АЛИ 
链 互相 连接 ， 强 索 一 端 绕 过 滑轮 4 起 吊 重 物 C =20kN， 另 一 端 连接 在 卷扬机 D 上 ，A4D 
与 水 平成 30°。 设 滑轮 和 各 杆 自重 及 滑轮 的 大 小 均 不 计 ， ЖАН: АВ 和 4C 所 受 
的 力 。 
11. 如 图 2. 36 所 示 ， 自 重 为 G 的 圆柱 搁置 在 倾斜 的 板 АВ 与 墙 面 之 问 ， 圆 柱 与 板 的 接 
р АВ 的 中 心 ， 各 接触 处 都 是 光滑 的 。 试 求 绳 BC ВО 2) МВ 4 处 的 约束 反 力 。 

















12. 半径 为 R、 自 重 为 G 的 圆柱 以 拉 紧 的 绳子 4CDB 固定 在 水 平面 上 ， 如 图 2. 37 所 
示 。 已 知 绳子 的 拉力 为 F，AE = ВЕ =3R， 求 点 E 处 圆柱 对 水 平面 的 压力 。 
图 2.38 所 示 的 自重 为 G 的 两 均 质 球 ， 半 径 均 为 -， 放 在 光滑 槽 内 。 求 在 图 示 位 


13. ШЕ 
署 平 衡 时 ， 槽 壁 对 球 约 束 反 力 。 
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с р 
Д В 
Е 
В 2.37 Е 2. 38 
14. 自重 C=200N 的 物体 ， 用 四 根 绳索 悬挂 ， 如 图 2. зонаи, 
е 





УХ 2, 39 е 
ММ 57% 
а, > 





15. 求 图 2. 40 УВЕ ЗОНЫ Хх 
2-7» WT MPa РОР 
А & в А Р УВ А 
Е қ С ТЕ 0 
л а 45 
Ме аашаа bb sk 
/ (b) (с) 


Е 2.40 


16. 连 杆 机 构 04B8C， 受 铅 直 力 Е, 和 水 平 力 F， 如 图 2. 41 所 示 。 ВЯ Е =3. 5КМ, Ж 
平衡 时 力 玉 的 大 小 及 杆 04 、4B ВС 所 受 的 力 。 不 计 杆 自重 。 
17. 如 图 2. 42 所 示 结 构 中 各 构件 的 自重 略 去 不 计 ， 在 构件 АВ 上 作用 一 力 偶 ， 其 力 偶 


ДЕ М =800М .m。 求 4 和 C 点 的 约束 反 力 

















30cm 





图 2.42 
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18. 如 图 
反 力 。 
19. 在 图 


2.43 所 示 的 构架 , 已 知 F = Е, =5KN， 杆 自重 不 计 , ЖАЯ C 处 的 约束 


2. 44 所 示 的 曲柄 滑 道 机 构 中 , 杆 АЕ Е — ШІ, ЖЕНЕ BD 的 销 子 C 上 ， 


销 子 С 可 在 光滑 导 槽 内 滑动 。 已 知 Mi =4КМ + m， 转 向 如 图 所 示 ，4B =2т, 0=30°, В 





在 图 示 位 置 处 于 平衡 。 求 М, ЛЕВЕ А, В 的 约束 反 力 。 





第 2 = 
平面 任意 力 系 
KR 
С’ Өз 


通过 本 章 的 学 习 ， қаның ИРИ 了 解 平 面 任意 力 
系 的 简化 与 平衡 的 条 件 ; 能 够 应 用 平面 任意 平衡 方程 求解 物体 系 的 平衡 问题 。 


“сы 
қ 


二 尝 习 要 求 -= 
本 章 要 求学 ee тифа 
өне, Фанка аа. 
зе > ж 
2 





我 国 是 世界 上 最 古 老 的 文明 国家 之 一 ， 生 产 和 科学 技术 都 发 展 得 比较 早 。 远 在 新 石器 
时 代 ， 木 架 建 筑 已 初 具 规模 。 建 于 1056 年 的 山西 应 县 佛 宫 寺 释 迦 塔 [图 3.01(a)]， 塔 高 
67. 31m， 距 今 已 有 近 千 年 历史 ， 虽然 历 经 近 千年 的 风雨 侵蚀 和 多 次 地 震 、 炮 击 的 重创 ， 至 
今 仍 族 然 屹 立 。 用 现代 力学 的 观点 看 ， 构 件 的 受 力 特 性 都 较 好 。 

隋 朝 李 春 主持 建造 的 赵 州 桥 [图 3.01(b)] ， 建 于 隋 大 业 (公元 605—618) 年 间 。 桥 
长 64. 40m， 跨 径 37.02m， 是 当今 世界 上 跨 径 最 大 、 建 造 最 早 的 单 孔 数 诊 型 石 拱 桥 。 因 桥 
两 端 肩 部 各 有 两 个 小 孔 ， 不 是 实 的 ， 故 称 沿 户型 (没有 小 拱 的 称 为 满 肩 或 实 户型 )， 这 是 
世界 造 桥 史 的 一 个 创造 。 赵 州 桥 距 今 已 一 千 四 百年 ， 经 历 了 10 次 水 灾 ，8 次 战乱 和 多 次 地 
Ж. 1963 年 的 水 灾 大 水 海 到 桥 拱 的 龙 嘴 处 ， 据 当地 的 老人 说 ， 站 在 桥 上 都 能 感觉 桥 身 有 很 
大 的 晃动 。 还 有 1966 年 屠 台 发 生 的 7.6 级 地 震 ， 邢 台 距 这 里 有 40 多 公里 ， 这 里 也 有 四 点 
几 级 地 震 , 而 赵 州 桥 没有 被 破坏 。 著 名 桥梁 专家 芒 以 升 曾 说 过 ， 先 不 管 桥 的 内 部 结构 ， 仅 
就 它 能 够 存在 一 千 三 百 多 年 就 说 明了 一 切 。 

1979 年 5 月 ， 由 中 国 科学 院 自然 史 组 等 四 个 单位 组 成 联合 调查 组 ， 对 赵 州 桥 的 桥 基 进 
行 了 调查 ， 自 重 为 2800t 的 赵 州 桥 ， 而 它 的 根基 只 是 由 五 层 石 条 砌 成 高 1. 55m 的 桥 台 ， 直 
接 建 在 自然 砂 石上 。 这 些 成 果 反 映 出 丰富 的 力学 知识 。 





(а) 山西 应 县 佛 宫 寺 释 迎 塔 人 b) 赵 州 桥 
图 3.01 


学 们 都 听 过 草 冲 称 象 的 故事 ， 故 事 的 原文 是 这 样 的 ; 草 冲 生 五 六 岁 ， 智 意 所 及 ， 有 
аа. 时 孙权 曾 致 巨 象 ， 太 祖 欲 知 其 斤 重 ， 访 之 群 下 ， Желе жн. “Е 
象 大 船 之 上 ， 而 刻 其 水 痕 所 至 ， 称 物 以 载 之 ， 则 校 可 知 突 52 即 施行 其 。 意 思 是 : 
草 冲 长 到 五 六 岁 的 时 候 ， 知 识 和 判断 能 力 所 达 到 的 程 ня CF 
人 )。 有 一 次 ， 孙 权 送 来 一 头 巨 象 ， о 都 不 能 说 出 称 象 
的 办 法 。 章 冲 说 : ае" 在 水 面 所 做 上 记号 ， 再 让 船 装 载 其 他 东 
西 〈 当 水 面 也 达到 记号 的 时 候 ) ， жж к. 
于 大 象 的 重量 ) 就 能 知道 了 。 нЕ тай, 马上 照 这 个 办 法 做 了 

学 习 本 章 之 后 ， А 4250 я 并 示 的 称 大 象 的 结 告 构 进行 力学 分 析 ， 看 看 能 
否 称 出 大 象 的 重量 。 当 然 ， Ках оинаи 起 重 机 平衡 物 配 重 问题 进行 


分 析 。 М 
ЖЖ 





(a) 称 大 象 (b) 起重机 
图 3.02 


3.1 力 线 平移 定理 


定理 : 作用 在 刚体 上 的 力 ， 可 以 向 刚体 内 任 一 点 平 黎 ， 但 必须 同时 附加 一 个 力 偶 ， 此 
力 偶 的 力 偶 矩 等 于 原 力 对 新 作用 点 的 矩 。 

证 明 : 如 图 3.1(a) 中 的 力作 用 于 刚体 的 点 4， 在 刚体 上 任 取 一 点 8B， 并 在 点 8B 上 
加 两 个 等 值 反 向 的 力 F' 和 F"， 并 使 它们 与 力 F 平 行 且 F=F'= – Е", Ш З.1(Ь) 所 示 。 
根据 加 减 平衡 力 系 公理 ， 这 三 个 力 F8、F'、F" 组 成 的 新 力 系 与 原来 的 一 个 力 F 等 效 。 同 
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时 ， 这 三 个 力 可 看 作 一 个 作用 在 点 В 的 力 严 和 一 个 力 偶 (Е, Е"), ， 此 力 偶 称 为 附加 力 偶 ， 
如 图 3.1(c) 所 示 。 从 图 中 可 以 看 出 ， 该 附加 力 偶 的 矩 M = Fd， 其 中 4d 为 附加 力 偶 的 臂 ， 
也 就 是 点 下 到 力 下 的 作用 线 的 垂 距 ， 即 M = My (F)。 这 样 ， 就 把 作用 于 点 АЛЕ 
到 另 一 点 有 ， 但 同时 必须 附加 上 一 个 力 偶 ， 此 力 偶 的 力 偶 矩 等 于 原来 的 力 对 新 作用 点 的 
矩 。 定 理 得 到 证 明 。 


图 3.1 5 
反 过 来 ， 根 据 力 线 平移 定理 ， ше 个 力 和 一 个 力 偶 用 作用 在 平面 内 另 


一 点 的 力 来 等 效 替 换 。 力 线 平移 定理 是 力 系 成 的 基础 ， 通 过 力 线 平移 定理 ， 可 以 
将 平面 任意 力 系 进行 简化 ， Е j 系 和 一 个 平面 力 偶 系 ， 然 后 应 用 前 面 学 过 





























的 知识 ， 对 平面 汇 交 力 系 和 平面 进行 合成 。 

力 线 平移 定理 表明 了 在 ВЕК 2. и. (ШІ, ШІН З. 2(а) 所 
示 ， 作 用 于 齿轮 上 的 圆周 力也 7 根据 力 线 平 НЕ i 轮 上 的 圆周 力 己 等 效 于 通过 
齿轮 中 心 的 力 РАВЕН В М, КЗ. 20) ры уй 主要 使 轴 产 生 弯 曲 变 形 ， 而 附加 
力 偶 м 使 轴 产 生 旋转 。 мм 5, 以 看 作 图 3.2(c) 和 图 3.2(d) 两 种 载 
荷 作用 的 到 加 “A 








М 
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3.2 平面 任意 力 系 的 简化 





各 力 的 作用 线 在 同一 平面 内 且 任 意 分 布 的 力 系 称 为 平面 任意 力 系 ， 下 面 我 们 应 用 力 线 
平移 定理 来 研究 平面 任意 力 系 的 简化 。 


же 


ВЕУ БЕЛЕЕ ЖЕ), Б,,>-, Е,, ШЗ. З(а) 所 示 。 在 平面 内 任 取 
一 点 0， 称 为 简化 中 心 。 根 据 力 线 平移 定理 ， 把 各 力 都 平移 到 点 0。 这 样 ， 得 到 一 个 汇 交 
于 点 0 的 平面 汇 交 力 系 FI ，F，…，F， 以 及 相应 的 附加 力 偶 系 Му, М, ~, М,, 11 
图 3.3(b) 所 示 。 ‚К 

平面 汇 交 力 系 可 以 合成 一 个 作用 于 点 0 的 合力 Ев, ышы 

Fh = Р а ++ Еу (3-1) 
ЕК) ЖНЖ, НКА ЫЈ 5 А нерге 附加 力 偶 系 可 以 合成 
为 一 个 合力 偶 ， 其 力 偶 矩 为 
Мо = М + сои = Умо(Е,) (3-2) 
Мо 称 为 原 力 系 对 简化 中 心 0 BN 其 大 小 与 简化 中 心 的 选择 有 关 。F4 和 Wo 组 成 
一 个 新 力 系 ， 该 力 系 sng 3(е) га 

































































3.3 


通过 以 上 分 析 可 知 : 在 一 般 情 况 下 ， 平 面 任意 力 系 可 向 作用 面 内 任 一 点 简化 ， 可 得 到 
一 个 力 和 一 个 力 偶 ， 这 个 力 称 为 该 力 系 的 主 矢 ， 作 用 线 通过 简化 中 心 。 这 个 力 偶 的 矩 称 为 
该 力 系 对 于 简化 中 心 0 ПЕЕ. 

一 个 物体 的 一 端 完 全 固定 在 另 一 个 物体 上 ， 这 种 约束 称 为 固定 端 或 插入 端 支 座 ， 它 们 
的 约束 端 称 为 插入 端 或 固定 端 。 如 图 3.4(a) 所 示 的 房屋 建筑 物 中 的 阳台 、 图 3.4(b) 所 
示 的 车 床上 的 刀具 、 图 3.4(c) 所 示 的 立 于 路 边 的 电线 杆 等 均 受 固定 端 支 座 的 约束 。 

如 图 3.5(a) 所 示 表 示 一 物体 АВ 在 左 端 4 受 固 定 端 支 座 约束 。 固 定 端 支 座 对 物体 的 
约束 反 力 是 作用 在 接触 面 上 的 一 群 力 ， 如 图 3.5(b) 所 示 。 将 这 群 力 向 作用 平面 内 一 点 4 
简化 得 到 一 个 力 和 一 个 力 偶 ， 如 图 3.5(c) 所 示 。 一 般 情况 下 ， 这 个 力 的 大 小 和 方向 均 为 
未 知 量 ， 可 用 两 个 正 交 分 力 来 代替 。 因 此 ， 在 平面 力 系 情况 下 ， 固 定 端 4 处 的 约束 反 力 可 
简化 为 两 个 约束 反 力 F4.、 下 ,和 一 个 矩 为 M4 的 约束 力 偶 ， 如 图 3.5 (4) 所 示 。 
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ан м, 


ылы” 
一 端 受 固定 端 支 座 约束 一 Я ть 臂 梁 。 其 结构 简 图 如 图 3.6(a) 所 示 。 其 
约束 反 力 如 图 3.6(b) 所 示 ， 2 ри ке мала 向 的 移动 ， 而 约 


ЖОИЕ М, 限制 梁 绕 4 е 入 
27,5 Х; 2 
4 Г 
5% 


(b) 








527) 平 面 任意 力 系 的 简化 结果 分 析 
平面 任意 力 系 向 任 一 点 简化 ， 一 般 可 得 主 矢 玖 和 主 矩 Wo。 进 一 步 讨论 力 系 的 简化 结 
果 ， 可 得 以 下 四 种 情况 。 
1. Е. 0, Mo#0 


ЕКЕ Е М, 都 不 等 于 零 ， 如 图 3.7(a) 所 示 。 此 时 ， 原 力 系 可 进一步 简化 。 将 
主 矩 Wo 用 (Ға. Еп) ЖҚЖ, ЭМЕЕ,-Е,--Еұ,”, ШІІЗ.7(Ь) 所 示 。 除 去 平衡 力 
到 及 五 后 ， 只 剩 下 作用 于 0' 点 的 力 Fa ， 如 图 3.7(c) 所 示 ， 该 力 称 为 原 力 系 的 合力 。 

合力 Е, 的 作用 线 到 简化 中 心 0 的 距离 d 为 
Mo 
Fr 
合力 作用 线 在 点 0 的 哪 一 侧 ， 需 根据 主 矢 和 主 和 矩 的 方向 确定 。 























а= 
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(а) 





2. Ғұж0, Мо =0 


主 矢 FA 不 等 于 零 ， 而 主 矩 Mo 等 于 零 。 此 时 ， CT 
上 。 显 然 Fh 就 是 原 力 系 的 合力 。 


№ 
3. Ғұ-0, Moz0 5- 





关 ， 原 力 系 合成 为 一 力 偶 。 


4. Fh =0, Mo =0 x 


























用 线 





ХР, ПРЕ М, 不 等 于 零 。 Р ыы 与 简化 中 心 的 选择 无 














平衡 状态 。 аф 
збі „У 


жупан, 部 和 я а 下 处 于 


由 前 面 的 知 ; рт зиз 点 的 简化 ， 共 有 四 种 可 能 结果 。 


| 
Т 


























2% 
Ея 





ші, ПЖ ГЕ ЗЕТА а 2 Н а ЛЖИ АНИ 5 
П 3.7(с) 可 知 ， 合 力 Fr 对 点 0 РЖ 


Mo(CFR) -ЕҒ, “d=Mo 
另 一 方面 ， 根 据 式 (3 -2) 可 知 ， 原 力 系 向 点 0 简化 的 主 拢 为 
Mo = У м,(Е,) 














比较 以 上 两 式 ， 有 
Mo(Fr) = 之 Mo(Ei) (3 























由 于 第 一 种 情况 和 第 二 种 情况 都 是 简化 后 得 一 合力 ， 故 平面 任意 力 系 向 作用 面 内 一 点 简化 
2. 合力 、 合 力 偶 或 平衡 。 对 于 平面 任意 力 系 最 终 简 化 为 一 合力 的 


-3) 
由 于 简化 中 心 是 任 取 的 ， 因 此 式 (3 -3) 的 结论 具有 一 般 性 。 式 (3 -3) 称 为 合力 矩 定 


理 ， 即 平面 任意 力 系 的 合力 对 作用 平面 内 任 一 点 之 矩 等 于 原 力 系 各 分 力 对 同一 点 之 秆 的 代 
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3.3 平面 任意 力 系 的 平衡 条 件 和 平衡 方程 





13.2 节 的 讨论 可 知 ， 平 面 任意 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 : 力 系 的 主 矢 和 对 任 一 
点 的 主 矩 都 等 于 零 ， 即 














F'n =0,Mo =0 (3-4) 

平面 任意 力 系 的 主 和 撩 Fh = (УЕ)? + (УК,)?, ЕЯМ0-ХМ0(Е)) -0, 代入 
式 (3 -4) ,可 得 平面 任意 力 系 的 平衡 方程 
УЕ, =0 
УР, =0 А (3-5) 
УМ,(Е;) -0 Ае 
式 (3 -5) 称 为 平面 任意 力 系 的 平衡 方程 ， 它 表明 б? 力 系 平衡 的 充分 必要 条 件 
是 ; 平面 任意 力 系 各 力 在 两 直角 坐标 轴 上 投影 的 代数 新 5 力 系 中 各 力 对 平面 内 
任意 点 之 矩 的 代数 和 等 于 零 。 平 面 任意 力 系 的 











3% 


包含 三 个 独立 的 方程 ， 应 用 它 最 
пее ан 值得 一 提 的 是 











у 











2. 2Ж(3- Аа, қ 
上 面 的 结 влення чеч 对 任意 坐标 系 也 适用 。 对 于 平面 任意 力 系 
KE У и 
ТА х 
Ў |, =освуқ Чу ~ 
| %- Ум, ее. “Ж” (3-6) 
>» УМ, (РЭ 
式 中 ,x 轴 (3 жана, В 两 点 43 
2) РИ ЖУРН 
УМ, (Е,) =0 
УМ,(Е,) =0 (3:=7,) 
ХМ((Е)) =0 
式 中 ,， A、B、C 三 点 不 共 线 。 





各 力作 用 线 在 同一 平面 内 且 互相 平行 的 力 系 称 为 平面 平行 力 系 。 平 面 平 行 力 系 是 平面 
任意 力 系 的 一 种 特殊 情形 。 因 而 其 平衡 方程 也 可 从 平面 任意 力 系 平衡 方程 的 基本 形式 直接 
导出 。 

若 取 x 轴 与 各 力 垂 直 ， 则 不 论 该 力 系 是 否 平衡 ， 总 有 У Е, = 0, 于 是 平行 力 系 的 平衡 
方程 为 





























УЕ, =0 
У м,(Е,) =0 
两 个 独立 的 平衡 方程 可 以 求解 两 个 未 知 量 。 同 理 ， 平 面 平 行 力 系 的 平衡 方程 也 有 二 和 矩 
式 , 即 


(3-8) 
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ХМ(Е) =0 
У м,(Е,) =0 
式 中 , А, В 两 点 的 连 线 不 能 与 各 力作 用 线 平行 。 
【 例 3-1】 加 料 小 车 重 C = 10kN， 由 钢 索 牵引 沿 倾角 а =60° 的 斜面 轨道 等 速 上 升 ， 
如 图 3.8(a) 所 示 。 已 知 : 小 车 重心 在 C 点 ，a = =һ =0.5т, е=0.4т, ЛЕ, ВК 
钢 索 拉力 7 和 轨道 作用 于 小 车 的 约束 反 力 。 


(3-9) 








и 7% 
解 : 取 小 车 为 研究 对 象 进行 受 tm С 和 绳索 的 拉力 了， 
ви она О Еу Руа, ЗУМ 3.8) 所 示 ， 建 立 
如 图 3.8(b) 所 示 的 坐标 系 3 人 7 x X 
列 平衡 访 程 X- х I 
А | Ут АЎ А =0 
SE ) =0,Fvs(a+b Th + Сзта 'e- Ссоѕа а = 0 
4 ХЕ, =0,Рщ «Ғқу- Ссоза = 0 
求解 ， 可 得 
Т = Csina = 10kN x sin60° =8. 66kN 
Еув = 1 С(асоѕа – езта) %7һ1/(а%8) =3.366kN 
Ел = Ссоѕа — Еур -10КХ х соѕ60° – 3. 66К№ =1.34kN 
[13-2] 如 图 3.9(a) 所 示 ， 在 水 平 梁 上 作用 有 集中 力 Fc = 2003, ИАА М = 
10kN. m， 载 荷 集 度 为 g =10kN/m 的 均 布 载荷 。 求 支 座 4、B 处 的 反 力 。 





152 


-emomme 平面 任意 力 系 第 3 章 | 


解 : 选取 水 平 梁 АВ 为 研究 对 象 ， 其 上 的 主动 力 有 Fec М 和 均 布 载荷 9。 均 布 载荷 的 
载荷 集 度 4 是 单位 长 度 上 所 受 的 力 ， 因 此 ， 均 布 载荷 可 简化 为 一 合力 ， 其 大 小 等 于 载荷 集 
度 与 载荷 段 长 度 的 乘积 ， 其 作用 线 在 АВ 的 中 点 。 约 束 反 力 有 Е. Е, 和 Fw。 选取 坐标 
轴 如 图 3.9(b) 所 示 。 列 平衡 方程 时 应 注意 ， 力 偶 在 任 一 轴 上 的 投影 都 等 于 零 ， 因 此 在 投 
影 方程 中 不 考虑 力 偶 ; 另外 力 偶 对 任 一 点 的 矩 都 等 于 该 力 偶 矩 本 身 ， 因 此 不 论 对 何 点 取 
和 矩 ， 只 要 将 力 偶 矩 的 代数 量 代入 力矩 方程 即 可 。 于 是 有 平衡 方程 

УЕ, =0, Е, - Ғссозб0% = 0 





















































УЕ, =0, Е, + Е», -4х4 - Есвіпб0% = 0 
Ум, (Е) =0,4АР,, -4х4х2-6Есзіпб0% – М = 0 
联 立 求解 ， 可 得 
Ед, =10kN，F =8. 84КМ, Fs, ва 
AN 


3.4 вохептатнотеяи 


NS 
在 工程 上 ， 经 常 遇 到 由 两 个 或 两 个 以 авав, 当 物体 系 平衡 时 ， 组 成 该 系 
统 的 每 一 个 物体 都 处 于 平衡 状态 ， 因 此 计 守 每 一 个 受 平面 任意 力 系 作用 的 物体 ， 均 可 写 出 三 
个 平衡 方程 。 如 物体 系 由 1 个 物体 继 县 、\ 则 共有 3n 人 如 系统 中 有 的 物体 受 平面 
汇 交 力 系 或 平面 平行 力 系 作用 》 币 亲 统 的 平和 方程 数 生 相 虚 号 少 。 当 系统 中 的 未 知 量 数目 等 
于 独立 平衡 方程 的 数目 时 符 求 的 未 知 量 全 部 能 用 列 求 作 方 程 的 方法 求 测 ， 这 样 的 问题 就 称 
为 更 定 问题 。 наза анте ивент 为 了 提高 构件 









и 常常 增加 约束 ， 了 而 使 这 些 结构 的 未 知 量 的 数目 多 于 独立 平衡 方程 
的 数目 ， 全 部 由 平衡 方程 求 出 ， 这 类 问题 称 为 超 静 定 问题 ( 静 不 定 问题 ) 。 

对 于 静 不 定 问题 ， 必 须 考虑 物体 因 受 力作 用 而 产生 的 变形 。 加 列 某 些 补充 方程 后 ， 才 
能 使 方程 的 数目 等 于 未 知 量 的 数目 。 静 不 定 问题 已 超出 刚体 静 力 学 的 范围 ， 必 须 在 材料 力 
学 和 结构 力学 中 研究 。 




















图 3. 10(а) 所 示 为 一 三 房 结构 ， 可 对 项 拱 进行 分 析 。 项 拱 可 视 为 两 端 用 固定 铵 链 支 
撑 的 梁 ， 如 图 3. 10(b) 所 示 。 对 该 梁 进行 受 力 分 析 可 知 ， 两 端 各 有 两 个 约束 反 力 ， 共 四 
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图 3.10 
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个 约束 反 力 。 而 该 梁 受 力 构 成 一 个 平面 任意 力 系 ， 


的 数目 大 于 独立 的 平衡 方程 的 数目 ， 未 知 量 不 能 全 部 由 了 
问题 。 

如 图 3. 11(a) 所 示 的 机 床 主轴 ， 该 轴 可 视 为 4 ДЕЗ ВЕРУ, В, С 处 受 
НЕВЕ ЕЕ, РЯ 3. 11(b) 所 示 。 对 该 梁 进 行 受 力 分 析 可 知 ， 共 有 四 个 约 
东 反 力 ， 但 该 梁 也 只 能 列 出 三 个 独立 的 平衡 方程 ， 故 该 梁 问题 是 一 个 静 不 定 问题 。 几 种 常 
见 的 静 定 梁 和 静 不 定 梁 的 比较 见 表 3-1。 





只 能 列 出 三 个 独立 的 平衡 方程 。 未 知 量 
F 衡 方程 求 出 ， 故 这 是 一 个 静 不 定 




















【 例 3-3】 由 不 计 自重 的 三 根 直 杆 组 成 的 A 形 支架 置 于 光滑 地 面 上 ， 如 图 3. 12(a) 


所 示 , 杆 长 4C=BC =L=3m, Ар = ВЕ = 1/5, 


ЖЕГЕ И Е СМА, В 处 的 反 力 。 





解 : A 形 支架 由 三 根 直 杆 组 成 ， 要 求 横 杆 





支架 上 有 作 

















2 Е, =0.8К№, Е, =0.4КМ, 


ПЕ іў 2) С 的 反 力 ， 必 须 分 开 研 究 。 
又 因为 DE 为 二 力 杆 ， 所 以 可 分 别 研究 4C 和 BC 两 部 分 , 但 这 两 部 分 上 4、B、C、D、E 
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图 3.12 


处 都 有 约束 反 力 ， 且 未 知 量 的 数目 都 多 于 三 个 。 用 各 自 的 平衡 福 都 不 能 直接 求 得 未 知 
量 。 如 果 选 整个 系统 为 研究 对 象 ， 22! ， 因 而 先 取 整 体 为 研究 
1 2, 


A、B 处 均 为 光滑 面 约 
Е, ,和 Fp,， 建 立 如 图 3.12(b) 所 





对 象 。 其 受 力 分 析 如 图 3. 12(b) Жж, ЕЛЕНЕ 
ЯЕ, МА 处 是 两 个 方向 上 受到 约束 ， 因 而 有 约束 反 их 
示 坐 标 系 。 列 出 平衡 方程 М 
УЕ, == Е, = 0 
УЕ SN 了 + -有 =0 
МЎ аа 257) 
Ум, (Е) 20у + Р, 2-60; ново 50 
联 立 求解 ， 可 得 4、 妃 处 的 友 力 为 ха. 
д РА =0. 4kN, Е, лд Ё, =0. 093kN 
Ара ВС 为 研究 对 象 ， 其 爱 历 图 旭 图 3.12( <) 所 示 。 这 里 需要 注意 的 是 C 
处 的 反 力 ， 在 整体 研究 时 为 内 力 ， 在 分 开 研究 BC 时 ， 则 变 成 了 外 力 。 列 出 平衡 方程 
УЕ, -0,6,-Е,-Е, = 0 
УЕ, -0,Ғ, + Ес, = 0 
Ум. (Е) =0, Е 5 = в, алво" -Е, 60° 50 
联 立 求解 ， 可 得 横 杆 DE 的 拉力 及 铵 C 处 的 反 力 为 
Ес =0.218КМ, Ко, = —0.093kN, Fe = -0.182kN 
本 题 还 可 分 别 取 BC 和 АС 部 分 为 研究 对 象 求解 ， 请 读者 自行 思考 ， 并 与 上 述 方法 比较 
繁 简 。 
【 例 3-4】 物体 重量 为 = 12003, Ш ТАВ, ВСЯ CE 所 组 成 的 构架 及 滑轮 巨 支 
持 ， 如 图 3.13(a) 所 示 。 已 知 4D =DB =2m，CD =DE=1.5m， 不 计 各 杆 及 滑轮 重量 。 求 
支 座 A 和 B 处 的 约束 反 力 及 杆 BC 所 受 的 力 。 
№. 先 取 整 体 为 研究 对 象 ， 受 力图 及 坐标 系 如 图 3. 13(b) 所 示 。 列 平衡 方程 
УЕ, -0,Ғ,-Т-0 




















УЕ, =0, Е, +Рь -0=0 
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Ум, (Е) =0, Fs х4- 0х (2+) -Тх (1.5 -г) =0 
其 中 ，7 = Q， 联 立 求解 ， 可 得 
Е, =Т=1200М, Е, =150N, Fs, =1050N 








(a) (b) Ж» (с) 


图 3.13 





НЫН СЕ (包括 滑轮 及 重 物 0) 为 研究 对 а. із(е) 图 所 示 。 列 


平衡 方程 
Х.М,(Ғ) =0, rot 5=r) =0 
解 得 杆 BC 所 受 的 力 Fe 为 
人 Ку 


аа 
求 得 杆 BC 所 受 的 力 Бо 说 明 杆 BC 受 ая А 
讨论 ; 

(1) 本 题 机 构 复杂 ，， Жж, > 2 如 果 将 机 构 全 部 拆 开 来 分 析 ， 将 暴 
oT 4 的。 未知 数 增多 后 ， 所 需要 列 出 的 
平衡 方程 数 也 : | ия Ии 解 题 时 一 般 首先 考虑 整体 ， 然 后 根据 题 
目 需要 考虑 物体 系统 中 的 一 部 分 或 单 刚体 。 在 本 例 中 4、B 处 的 约束 反 力 都 是 外 力 ， 且 未 
知 量 正好 三 个 ， 因 此 首先 以 整体 为 研究 对 象 是 比较 合适 的 。 

(2) 要 迅速 判断 出 二 力 杆 。 本 例 中 杆 BC 是 二 力 杆 ， 二 力 杆 的 内 力 沿 其 轴线 ， 其 指向 
可 根据 机 构 受 力 情况 判断 ， 难 以 判断 时 ， 可 任意 假设 ,图 中 假设 杆 BC 受 拉力 。 

(3) 由 于 取 整 体 为 研究 对 象 不 能 求 出 杆 BC 的 内 力 ， 因 此 必须 第 二 次 取 研 究 对 象 。 注 
意 每 取 一 次 研究 对 象 都 要 单独 画 出 其 受 力 图 。 受 力图 必须 画 完 整 ， 即 使 是 方程 中 不 出 现 的 
力也 应 画 出 其 约束 反 力 ， 如 本 例 中 图 3. 13(c) 上 点 DD 的 约束 反 力 。 

(4) 建立 平衡 方程 时 ， 应 适当 选择 投影 轴 方 向 和 和 矩 心 位 置 ， 使 相应 方程 中 最 好 只 含有 
一 个 未 知 量 。 在 本 例 图 3. 13 (b) 中 选择 点 4 为 矩 心 可 直接 求 得 Fs,。 在 图 3.13 (с) 
中 取 点 也 为 矩 心 ， 只 需 列 一 个 方程 便 可 求 出 Re。 由 于 点 也 约 束 反 力 不 需要 求 ， 因 此 对 
图 3. 13(с) 而 言 在 列 方程 时 ， 方 程 中 最 好 不 出 现 .和 Fy,， 所 以 只 和 需 列 一 个 对 点 D 的 力 
和 矩 方 程 ， 而 不 必 列 坐标 投影 方程 

【 例 3 -5】 连续 梁 受 力 如 图 3.14(a) 所 示 。 已 知 4=2kN/m，M=4kN + т, а=30°, 
求 4 和 C 处 支 座 的 约束 反 力 。 

Ж. 本 题 是 研究 4B 和 BC 两 段 梁 构成 的 连续 梁 ， 要 求 4 和 C 处 的 约束 反 力 ， 可 取 整 
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(а) %) 
图 3.14 


体 为 研究 对 象 。 但 只 取 整 体 研究 ， 并 不 能 将 全 部 的 约束 反 力 全 部 求 出 。 所 以 还 要 另外 寻找 
研究 对 象 ， 以 增加 平衡 方程 的 数量 。 但 要 注意 的 是 ， 增 加 方程 中 不 能 增加 新 的 未 知 量 。 可 
以 再 以 梁 BC 为 研究 对 象 ， ҚЫМ ҚАЛЫ ойында 通过 
分 析 后 ， 我 们 可 分 别 选择 整体 和 梁 BC 为 研究 对 象 ， н 214 (а) 和 图 3.14(b) 
所 示 。 分 别 列 平衡 方程 5 

Е, = 0 Ра. = Ёсѕіпа 万 
У, х Ах с а 


ЗК; Ув =0 Е, 


y + Fecos 4х4-0 
Х.М((Ғ) -0 Ye srt =0 





BC 杆 : Ум, -0 АҚЫ 2-и -0 
联 立 求 解 ， 可 得 4 Ат C 处 支 上 的 区 ял Ж 
М 4 Хх 1. 


У 
Ес = а = уа" = 2. 31kN x < 
ғыз ға ЫҢ = 1. вк, У 
Ax секу 3 ; М 

в, Уа аа (6 алза вы 


Ау 


М, = Боска хб оха хам (53,23 6а хаха за) 


= 8КМ т 


(Сл => 


本 章 主 要 研究 平面 任意 力 系 的 简化 与 平衡 。 在 工程 实际 中 ， 很 多 问题 都 可 以 简化 为 平 
面 任意 力 系 来 处 理 ， 因 此 ， 本 章 的 理论 应 用 较 广泛 ， 是 静 力学 的 重点 内 容 之 一 。 

力 线 平 移 定理 是 平面 任意 力 系 简 化 的 基础 。 根 据 力 线 平移 定理 ， 可 将 平面 任意 力 系 简 
化 为 作用 于 简化 中 心 的 一 个 力 和 一 个 附加 力 偶 。 这 个 力 的 矢量 称 为 原 力 系 的 主 秋 ， 它 等 于 
力 系 中 各 力 的 矢量 和 而 与 简化 中 心 的 选择 无 关 ; 附加 力 偶 的 力 偶 答 称 为 原 力 系 对 简化 中 心 
的 主 矩 ， 它 等 于 原 力 系 中 各 力 对 简化 中 心 之 矩 的 代数 和 ， 一 般 与 简化 中 心 的 选择 有 关 。 

平面 任意 平衡 的 必要 和 充分 条 件 : 平面 任意 力 系 的 主 失 和 对 任 一 点 的 主 矩 都 等 于 零 。 
由 此 导出 平面 任意 力 系 的 平衡 方程 ， 平 面 汇 交 力 系 和 平面 力 偶 系 是 平面 任意 力 系 的 特例 。 
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在 求解 物体 系 的 平衡 问题 时 应 注意 : 首先 ， 分 析 物 体系 统 由 几 个 物体 组 成 ， 判 断 研究 
的 系统 是 静 定 的 还 是 静 不 定 的 ; 其 次 ， 根 据 题目 的 要 求 选取 适当 的 物体 ( 它 可 以 是 单个 物 
体 或 物体 系统 的 一 部 分 或 整个 系统 ) 作为 研究 对 象 ， 画 出 所 选 研究 对 象 的 受 力图 ; 根据 受 
力图 建立 平衡 方程 ， 对 不 需要 求 的 未 知 量 ， 列 平衡 方程 要 避 开 这 种 未 知 量 在 方程 中 出 现 ， 
可 以 选取 适当 的 方向 进行 投影 或 选择 适当 的 点 作为 给 心 ; 最 后 ， 一 个 方程 尽量 只 出 现 一 个 
未 知 量 ， 以 达到 求解 简便 的 目的 。 


《思考 题 》 


3-1 某 平面 力 系 向 4、B 两 点 简化 的 主 乱 续 为 堆 ， 此 力 系 最 终 的 简化 结果 可 能 是 一 
个 力 吗 ? 可 能 是 一 个 力 偶 吗 ? 可 能 平衡 吗 ? 

3-2 平面 汇 交 力 系 向 汇 交点 以 外 一 点 简化 ， 其 结 erga ht 
偶 吗 ? 可 能 是 一 个 力 和 一 个 力 偶 吗 ? CN 

3-3 某 平 面 力 系 向 平面 内 任意 一 点 简化 的 结 Алкан аиа 
是 什么 нех) 
3-4 菜 平 面 任意 力 系 向 4 点 简化 得 一 jw- АЖ М, (М,%0) 
的 力 偶 ，B 为 平面 内 另 一 点 ， 问 : 55% 
(1) 向 B 点 简化 仅 得 一 力 偶 ， ар 
(2) 向 刀 点 简化 仅 得 一 力 ， 
(3) ав АЙЛЫҒЫ БА еш, жете 
(4) ав айны ғ, Еа. М мы, АЗА 
(5) в ВМОК е Ғы, Б е 
(6) = В хоя кл Php, 可 能 ? 
3-5 设 сенен ЧЕ вр, аланда, илкевя 
化 为 一 力 偶 ? SN 

3-6 在 推导 平面 平行 力 系 的 平衡 方程 时 ， 著 选 x 轴 和 y 轴 均 不 与 各 力 平行 或 重 直 
则 其 独立 的 平衡 方程 有 几 个 ? 为 什么 ? 

3-7 ”怎样 判断 静 定 和 静 不 定 问题 ? 


Сз в) 


、 是 非 题 (正确 的 在 括号 内 打 “V”， 错误 的 打 “ x”) 














1. 某 平面 力 系 向 两 4、B 点 简化 ， 主 矩 都 为 零 ， 则 此 力 系 一 定 平衡 。 ) 
2. 力 沿 其 作用 线 移 动 不 改 变 力 对 点 之 窍 的 效果 。 ( ) 
3. 力 系 简化 的 最 后 结果 为 一 力 偶 时 ， 主 矩 与 简化 中 心 无 关 。 ( ) 
4. 用 截面 法 解析 架 问题 时 ， 只 需 截断 所 求 部 分 杆 件 。 (9 
5. 判断 结构 是 否 静 定 ， 其 根据 是 所 有 的 未 知 量 能 否 只 通过 列 平衡 方程 全 部 求 出 。 
С, 9 
6. 平面 任意 力 系 向 任 一 点 简化 后 ， 若 主 矢 FA =0， 而 主 矩 Wo 和 0， 则 原 力 系 简化 的 结 
果 为 一 个 合力 偶 ， 合 力 偶 矩 等 于 主 矩 ， 此 时 主 矩 与 简化 中 心 位 置 无 关 。 ( ) 
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7. 平面 任意 力 系 向 任 一 点 简化 后 ， 若 主 矢 Ғұз0, МЕЖ Мо =0， 则 原 力 系 简化 的 结 




















果 为 一 个 合力 ， 且 合力 通过 简化 中 心 。 9 
8. 在 一 般 情况 下 , 平面 任意 力 系 向 作用 面 内 任 一 点 简化 ， 可 以 得 到 一 个 合力 和 一 个 
合力 偶 矩 。 CG 
9. 已 知 作用 于 刚体 上 的 所 有 力 在 某 一 坐标 轴 上 投影 的 代数 和 等 于 零 ， 则 这 些 力 的 合 
力 为 零 ,刚体 处 于 平衡 。 С 
10. 平面 任意 力 系 平衡 的 必要 与 充分 条 件 : 力 系 的 主 矢 和 力 系 对 任何 一 点 的 主 矩 都 等 
于 零 。 (9 
二 、 填 空 题 
1. 在 简化 一 已 知 平面 任意 力 系 时 ， 选 取 不 同 的 简化 中 心 ， 主 矩 
2. 对 于 平面 任意 力 系 ,一 般 情况 下 由 can БК)! 
立 平衡 方程 。 








з. 主 矢 与 简化 中 心 位 置 ， 而 主 矩 与 简化 中 心 а 
4. 在 平面 任意 力 系 中 ， 合 力 对 任 一 жә, > 二 点 之 短 的 代数 和 ， 即 


Мо(Ек) = УМЕ), 25 у 

5. 若 物体 系 中 所 有 未 知 量 数目 数 ， 则 所 有 未 知 量 可 由 平衡 方程 解 
出 ， 这 类 问题 称 为 ;， 反 之 则 为 

三 、 选 择 题 ® 

1 如 图 3.15 ВАНН У АЧЫ ҚЫЗ: 
М,, ИВ БИЕ Ро ЯЬ М. ШЫ. Ай Я 
是 正确 的 。 „У ҳи. М 
(А) Ем = Рав» М үт» NS 
(B) ть м, = М, қ 
(с) пау! М, 83.15 
(0) Fra = Рав, ММ 


2. 如 图 3. 16 所 示 ， 平面 内 一 力 系 Е =, Е, = Е, ШУМИН ( )。 


























(А) 作用 线 过 B 点 的 合力 (B) 一 个 力 偶 
(С) 作用 线 过 0 点 的 合力 (D) 力 系 平衡 











3. 如 图 3.17 所 示 的 刚体 在 一 个 平面 任意 力 系 作用 下 处 于 平衡 ， 以 下 四 组 平衡 方程 中 
( ) 是 不 独立 的 。 

















图 3.17 
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(А) ХЕ, =0, УЕ, =0, УМ. (Е) =0 

(В) УМо(Е) =0, УМ. (Е) -0,ХМ,(Е) =0 

(С) УМо(Р) =0, У М,(Е) =0, УР, =0 

(0) ХР, =0, ХЕ, =0, УМь(Е) =0 

4. 如 图 3. 18 所 示 的 四 种 结构 中 ， 各 杆 重 忽 略 不 计 ， 其 中 (0) 结构 是 静 定 的 。 


ҮШ 


















(а) (b) 
图 3.18 
и 
5. 如 图 3.19 所 示 的 四 种 结构 中 ， 梁 、 直 角 中 
(0 结构 是 静 不 定 的 。 a 


ГА 


М 





(с) (4) 


图 3.19 


6. 平面 任意 力 系 向 一 点 简化 得 到 一 个 力 和 一 个 力 偶 ， 这 个 力作 用 在 〈 А 

(А) x 轴 上 (В) y 轴 上 (C) 坐标 系 原点 (D) 简化 中 心 

7. 重量 为 W 的 均匀 杆 EF 放 在 光滑 的 水 平面 上 ， 在 两 端 沿 其 轴线 方向 作用 拉力 P 
和 Q， 如 图 3.20 所 示 ， 且 P>Q。 如 将 杆 在 4、B、C 三 个 截面 处 均 分 四 段 ， 则 在 A、 
B8、C 三 处 截面 的 张力 的 关系 为 〈 е 

















Е C В А Е 
9 ГГ 1 Pp 
1 П 1 1 
图 3.20 
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(А) 5|-5у-5с 
(С) 5, <5, <86 
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(В) 52<5,<5; 
(0) 82<5,<8, 











8. 如 图 3.21 所 示 三 种 受 力 情况 ， 关 于 对 支 座 4、B 约束 反 力 大 小 ， 正 确 的 答案 是 
(о). 
(А) 三 种 情况 相同 ， ву ==. (В) 三 种 情况 相同 ， ғ-Ғұ-Ж. 
(С) “ӨЧЕН, К, = Fs = (р) 三 种 情况 不 相同 
А р В Д г А ашы В 
Г д 
А 1 [4 1 21 
(а) (6) «К (с) 
图 3.21 
9 矩形 平板 4BCD 的 受 力图 如 图 3. 22 所 示 。 ж | МР 其 中 只 
有 ( ”) 组 是 独立 的 方程 。 © 
хм, (Р) =0 ХА м, (р) =0 
(A) УМЬ(Р) =0 ; у УМ, (Е) =0 
УЕ, =0 NF- УР, =0 
Ау УР) =0 
(о) т Ж % Me(F) =0 
Ж = — 





3.23 МЕЖ, 
(А) 无 关 / 
(B) 有 关 
(С) 若 简化 中 
(D) 若 简化 中 心 在 Оу 轴 上 ， 


单位 为 cm。 此 力 系 简 人 有 


10. АШЫ ВА, - юм = М, Еу = Е, =8N， 态 =10N， 受 力 情况 如 








四 、 计 算 题 


1. 重 物 悬 挂 如 图 3. 24 所 示 ， 已 知 C = 1. 


杆 BC 所 受 的 力 。 


М,(Е) =0 


结果 与 简化 中 心 的 位 置 的 关系 为 〈 5 


心 在 Ох 轴 上 ， 则 与 简化 中 心 无 关 
则 与 简化 中 心 无 关 





о 


10 20 30 40 50 x 
图 3.23 


8kN ， 其 他 重量 不 计 。 求 铵 链 4 的 约束 反 力 和 
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2. 求 图 3. 25 所 示 平面 力 系 的 合成 结果 ， 长 度 单位 为 m。 
3. 求 图 3. 26 所 示 平 行 分 布 力 的 合力 和 对 于 点 4 2248, 











х У 
“%, АЗ 2 (b) 
, хх 
4. "уе Е тен m， 求 支 座 约束 反 力 。 
хы "А 
20kN/m 5 2.5КМИт зам 
(а) (b) 
图 3.27 





5. 均 质 圆柱 体 О 重 为 P， 半 径 为 -， 放 在 墙 与 板 BC 之 间 ， 如 图 3.28 所 示 ， 板 长 BC =Г, 
其 与 墙 4C 的 夹 角 为 a,， 板 的 В 端 用 水 平 细 绳 ВА 拉 住 ，C 端 与 墙 面 间 为 光滑 铵 链 。 不 计 板 
与 绳子 自重 ， 问 a 角 多 大 时 ， 绳 子 АВ 的 拉力 为 最 小 。 

6. 求 图 3. 29 所 示 悬 臂 梁 的 固定 端的 约束 反 力 。 已 知 WM = да? 

7. 如 图 3. 30 所 示 承 重 架 ,不 计 各 杆 与 滑轮 的 重量 。4、B、C、D 处 均 为 铵 接 。 已 知 
АВ = ВС = Ар =250тт, #248 К = 100mm， 重 物 重 w= 10003, ЖА, р 处 的 约束 
反 力 。 
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(а) „ХФ Е ў (b) 
, Ж нам ХА. 


8. 如 图 3. 31 ЕН, Р, -10КкХ, Р, < g =2kN/m。 求 平衡 时 支 座 4、B 的 
约束 反 力 。 :~ 

9. пн ут, 轮 重 为 P， Жб. BDE 为 直角 弯 杆 ，BC4 为 一 杆 。 点 4、 
В, ЕЛЕ, 25 р 为 光滑 接触 ，BC = СА =L/2。 求 点 4、B、D 约束 反 力 和 轮 压 АСВ 杆 的 
压力 。 





|. 2т НИ 2m |. 2т |. 2т | 2 4. № 


Е 3. 31 #3. 32 


10. ЖЖ АВС, СРЕ, ВЮ 三 杆 组 成 ， 尺 寸 如 图 3.33 Мм. В, С, О, ЕЛӘЗЖЕЕ 
链 。 各 杆 重 不 计 ， 已 知 均 布 载荷 9， 求 点 瑟 反 力 和 杆 BD 所 受 力 。 
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11. 如 图 3. 34 所 示 的 构架 ， 由 杆 4B 和 ВС 所 组 成 ， 重 物 M 重 已 =2kN。 已 知 4B = 
АС =2т, р ЖЖ АВ 中 点 ， 定 滑轮 半径 R = 0.3m。 不 计 滑 轮 及 杆 的 自重 ， 求 支 座 4、C 
处 的 约束 反 力 。 





4 
空间 力 系 


你 ғ; 


通过 本 章 的 学 习 ， 要 求 掌握 空间 汇 交 力 ели, 了 解 力 对 
аллана, валов Ране о жааат, Я 
空间 任意 力 系 合成 和 平衡 条 件 ; KK 1:2 ;的 概念 ， 能 应 用 组 合法 计算 物体 的 
重心 。 


#4 Я о 


-学习 要 求 - KX К 

ter 力 对 点 之 矩 与 力 对 轴 之 矩 的 计 
я, ыы идите. юз, ЛЯ 
间 力 系 平衡 方 空间 平衡 问题 。 了 解 平行 力 系 中 心 和 重心 的 概念 ， 能 应 用 坐标 公式 求 


物体 的 重心 。 





我 国 是 世界 上 最 古老 的 文明 国家 之 一 ， 生 产 和 科学 技术 都 发 展 得 比较 早 。 远 在 新 石器 
时 代 ， 木 架 建 筑 已 初 具 规模 。 中 国 西安 半 坡 村 遗址 出 土 的 汲 水 过 采取 尖 底 的 形式 ， 利 用 重 
心 ， 空 过 在 水 面 上 会 倾倒 ， 壶 满 时 会 自动 恢复 竖 直 位 置 。 春 秋末 期 成 书 的 《 考 工 记 》 中 有 
不 少 与 力学 有 关 的 技术 问题 的 记述 。 战 国 时 期 以 墨 翟 为 首 的 墨家 的 代表 作 《 墨 经 》 中 ， 有 
涉及 重心 的 概念 。 

拔河 时 人 们 为 了 取胜 ， 常 采用 后 仰 的 姿势 ， 这 是 为 什么 呢 ? 原来 ， 任 何 物体 都 有 重心 ， 
重心 越 低 ， 稳 定性 越 强 ， 人 体 的 几何 中 心 在 小 腹 ， 重 心 在 臂 部 。 技 河 比赛 [图 4.01(a)] 能 
否 取胜 ， 与 重心 的 高 低 、 脚 与 地 面 的 摩擦 及 用 来 维持 身体 后 仰 状态 的 足 地 力 有 直接 关系 。 

杂技 演员 走钢丝 [图 4.01(b)]， 常 伸 开 双 劈 ， 当 身体 摇晃 要 倒 下 时 ， 人 们 往往 摆动 
两 臂 ， 目 的 是 让 物体 的 重力 作用 线 (通过 重心 的 坚 直 线 ) 必须 通过 支撑 面 ， 以 保持 平衡 ， 
他 们 手中 还 常 拿 着 长 长 的 竹竿 ， 或 者 花 伞 、 彩 扇 等 ， 这 些 物品 起 着 “延长 手臂 ”的 作用 ， 


> 理论 力学 smmesm=== 


是 帮助 身体 平衡 的 辅助 工具 ， 也 是 为 了 改变 自己 的 重心 ， 保 证 演出 的 成 功 ， 而 不 是 为 了 增 
加 表演 的 难度 。 

通过 本 章 的 学 习 ， 你 既 可 以 对 三 角 架 [图 4.01(c)] ӨРЕН [图 4.01(d)] 进行 
受 力 分 析 ， 也 可 以 对 机 床 中 工件 进行 力 的 分 析 [图 4.01(e)、 图 4.01(f) ] ， 还 不 妨 自己 设 
计 一 些 简单 的 结构 。 





SN x 
овен 00/7 е ее ШТІ! 
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力 的 作用 线 不 在 同一 平面 内 的 力 系 ， 称 为 空间 力 系 。 与 平面 力 系 一 样 ， 可 以 把 空间 力 
系 分 为 空间 汇 交 力 系 、 空 间 力 偶 系 和 空间 任意 力 系 来 研究 。 本 章 将 平面 问题 中 力 在 坐标 轴 
上 的 投影 、 力 对 点 之 矩 、 力 偶 矩 等 概念 ， 推 广 到 空间 的 情形 。 


4.1.1 力 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 


力 在 直角 坐标 轴 上 有 两 种 投影 方式 ， 如 图 4. 1 所 示 ， 即 直接 投影 ( 又 称 一 次 投影 ) 和 
间接 投影 (又 称 二 次 投影 ) 。 

1. 直接 投影 法 

若 已 知 力 环 与 直角 坐标 系 Oxyz 三 轴 间 的 正 向 夹 角 分 别 为 a、B、y， 如 图 4.1(a) 所 
示 ， 则 力 下 在 这 三 个 轴 上 的 投影 可 表示 为 : F, = Есоза, Е, = ЕсозВ, Е, = Fcosy。 若 令 i 


了 大 分 别 为 沿 x、y、z= 轴 的 单位 矢量 , 力 F 沿 三 轴 的 分 力 为 Е,, Е., ШЕНЖА 
Е-Е, +F, +F.=Fi+thj+hk (4-1) 
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(а) 一 次 投影 (b) 二 次 投影 


图 4.1 
显然 ， 在 直角 坐标 系 中 ， атады 分 力 是 


矢量 。 < 
2. 间接 投影 法 хе 


д 
当 力 Е БА Ох, Оу 211109 а, В У 时 ， 可 先 把 力 投影 到 坐标 平面 Оху 
上 ， 得到,，( 力 在 平面 区 影 到 坐标 轴 x、y 上 ， 如 图 4.1(b) 所 
示 。 这 种 方法 称 为 间接 投影 法 。 在 图 ~ 中 ， 若 已 知 角 у 和 力 F 在 xy 平 面 上 的 投影 
Е, 5) х НН Ф, МЛ ЕТЕ гей 上 的 投影 为 уе, Е, = Езіпуѕіп, 


Е. = Есоѕу е, „5 
> 
4.1.2 ся хул. 


УБИТ ЕПІНІТІГІП. 
ТАЗ 4 


合成 法 则 扩 间 ， 可 得 : 空间 汇 交 力 色 的 合力 等 于 各 分 力 的 矢量 和 ， 合 力 的 作用 线 通 
过 汇 交 点 , 即 7 
Fr = УЕ, (4-2) 
将 合力 沿 三 个 坐标 轴 分 解 ， 可 将 合力 表示 为 
Fr =Рь, + Ен, +в. = Рай + Кн, Е.К (4=3) 


将 (4-1) ЖЖА (4-2) 式 , 并 结合 式 (4 一 3) ,可 得 
Ер, = Ка + Ез + + Е, = У Е, 


Ру = Р + Е. ++ Е, = ХЕ, 


у 


Ер. = Ра + Ро ++ Ра = У, Е, 
这 样 ， 合 力 的 大 小 和 方向 可 分 别 表示 为 


қ-/ аң Қы = ҮСУ + (Ув) + (УЕ), 


4-4 

р ат. ХА һ.ж) 7% 
= , со: = = = А соѕу = = 

Fr Fe Fr Fe Fr Ер 


式 中 ，a、B、7y 分 别 为 合力 Fr ух, у, 2 轴 正 向 间 的 夹 角 。 
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空间 汇 交 力 系 的 平衡 条 件 
空间 汇 交 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 : 该 力 系 的 合力 等 于 零 ， 即 
Е, = УЕ, =0 
由 式 (4 -4) 可 知 ， 为 使 合力 Fn 为 零 ， 必 须 同时 满足 
УР, =0, УЕ, =0, УЕ = 0 (4-5) 
(4-5) 称 为 空间 汇 交 力 系 的 平衡 方程 。 

【 例 4-1】 如 图 4.2 所 示 的 结构 ， 三 杆 D4、DB、DC 
ЕНЕ Ж, А, В, САВЕ А ЕКШ Е, ШИ 
У 为 10kN 的 物 块 挂 在 点 D， 4-2. 

Ж. 取 节 点 D 为 研究 对 象 。 因 Ару 力 杆 ， 假 设 均 
受 拉力 。 点 也 受 力 分 析 如 图 4. 1 它们 构成 一 空间 汇 交 力 
系 。 建 立 如 图 4. WS 应 用 空间 汇 交 力 系 的 平衡 
方程 ， 可 得 

У, ғ, =0 Е,цсо»45° - Foicos45。 ы 
УЕ, = =0 -Fppsin45° • cos30° 44 sin45° > cos30° - Ғосов159 = 0 
У Е, = 0 -Fossin45。 МЕТ = Е рдѕіп45° + 810307 = Ерсѕіп15° – 6 = 0 
联 立 求解 ， 可 得 三 низу» 
ВИСТУ = -26. ање „М „аА 
式 中 ， 5) = аы 说 明 杆 DC 为 拉杆 。 









































图 4.2 


№” ‘4.2 зар ышы 
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前 面 我 们 在 平面 问题 中 讨论 过 力 对 点 之 矩 ， 知 道 了 在 平面 上 力 对 点 之 矩 是 代数 量 。 那 

， 在 空间 问题 中 ， 一 个 力 对 空间 的 任意 一 点 的 矩 如 何 来 描述 呢 ? 我 们 知道 ， 一 个 力 使 物 
te а о 
有 关 ， 这 三 个 因素 可 以 用 一 个 矢量 来 描述 。 事 实 上， 我 们 应 用 平面 力矩 概念 ， 很 容易 得 到 
力 对 空间 任 一 点 之 矩 。 如 图 4.3 所 示 的 空间 力 正 对 空间 任 一 点 
0 的 矩 是 矢量 ， 称 为 力矩 矢 ， 用 Mo(F) 表示 。 力矩 撩 Mo (F) 
УЉЕ ЖИНА) 0 所 确定 的 平面 垂直 ， 而 指向 按 右手 螺旋 法 则 
确定 ， 即 以 右手 四 指 的 绕 向 表示 力 使 物体 绕 矩 心 0 转动 的 方 
向 ， 大 拇指 的 指向 即 为 力矩 矢 Mo (Е) 的 指向 。 由 于 力 对 点 之 
和 矩 与 矩 心 的 位 置 有 关 ， 力 和 矩 和 撩 Mo (天 ) 一 定 要 画 在 矩 心 0 上， 
Мо(Е) 称 为 定位 矢量 。 若 以 上 表示 力 下 的 作用 点 4 ХОН АУ) 
4, ШО АЯ О 点 的 矩 可 表示 为 
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Мо(Е) =гхЕ ар 6) 
ЛЕТЕЛ АНЫМ (х, у, =), ЛЕТАА БИИ Е, Е. Қ., 
ШЕ=Е,і+Е,ј+Е.К, г=хі+уј +2, ЖЕ 0 的 矩 可 表示 为 
ісік 
Мо(Е) =ғхЕ= |х у 1|=(УК, –2Е,)і + (28, -хЁ,)] + (ХЕ, -УЕ,)К (4-7) 
Е, Б, Е, 








2004-7) 称 为 力矩 天 的 矢量 表达 式 ， 式 中 单位 矢量 云 у, К 前 的 系数 ， 就 是 Mo (FF) 

在 相应 的 坐标 轴 上 的 投影 。 若 用 [Mo(E)],、[Mo(E)],、[Mo(F)]: 分 别 表 示 力 矩 矢 
在 x、y、z 轴 上 的 投影 则 有 

(Мо(Е)1,-уР,-<8,, [Mo(F)],=2F, – хЕ,,[Мо(Е)]. =хЁ, -уЕ, (4-8) 


4.2.2 Хх 


力 对 轴 之 和 矩 是 力 使 刚体 绕 该 轴 转 动 效应 的 度量 。 力 对 бк Е, 其 绝对 值 
таа 的 交点 之 矩 ， 如 图 4. 4 所 示 的 
力 正 对 =z 轴 的 矩 可 表示 为 








М.(Е) -Мо( ы) зығы (4-9) 
Л ТИ 
向 ， 大 拇指 指向 与 > 轴 一 致 时 为 正 ， RS 由 式 (4 一 9) ， 通 过 分 析 得 到 力 对 轴 之 矩 等 
于 零 的 两 种 情况 : қ 
(1) БИН, 54-0: 7) хў» 
(2) 力 与 轴 平 行 ， 即 全 9。 
ede 力 与 轴 在 同一 da we 
назга рдай = лейин ЗК 


Хоке =М,(Е,,) КоА ) +М,(Е,) =хЕ, –уЁ, 
理 ， 可 得 为 对 x、y 轴 之 矩 的 解析 表达 式 





г 


М, (Е) =yF, -zh, 
М, (Е) -:Е,-хЕ, 


力 对 轴 的 矩 的 单位 为 N，m。 
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“受过 : 甬 。 力 对 点 之 矩 和 力 对 过 该 点 的 轴 之 矩 间 的 关系 
从 上 述 分 析 结 果 可 知 ， 力 对 点 之 矩 在 通过 该 点 的 某 坐标 轴 上 的 投影 ， 等 于 力 对 该 轴 之 
ж, 


[Мо(Е)], =М,(Е) 
[Мо(Е)].=М.(Е) 


[Мо(Е)], = М, (Е) 
(4-10) 
СА 合 力矩 定理 


ЛЕ, ЗЕ, 为 作用 于 刚体 上 同一 点 4 点 的 两 个 力 ， 其 合力 为 
Fr ， 如 图 4.6 к. НЯ О ЖА К 显然 合力 Fk 对 任意 
点 0 的 矩 为 К 


Mo( FER 
由 于 Fr = «В,, < Mo (Fr) = ХЕ, «ғ, xF,, ШІ 





< лы ) +Mo(F,) (4-11) 
式 (4 一 11 бра 力矩 定理 ， 即 空间 汇 交 力 系 的 合力 对 任 一 点 
之 矩 ， 等 于 各 分 力 对 同一 点 之 矩 角 NS 
对 于 平面 汇 交 力 系 ， «зи таман анине в 


Е 4.6 


换 成 代数 量 ， 即 Е 
Си 
негр и әлі зе 对 同一 点 之 矩 的 代数 和 。 
【 例 4- а 面 内 ， 尺 


寸 与 角度 如 图 457 РР, ЖЕ Хх, у. 2 轴 的 力矩 。 
№: 力 下 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 为 
Е, = Fecos60"cos30? = Вр 
Е, = – Есоѕб0°іп30° = -了 


Е, = - Еѕіпб0° = -Br 


而 力作 用 点 的 坐标 分 别 为 





В 


x=rsin30° =", у = гсоѕ30° =", ЕЙ 


ЖАЛ РХ, ПИЛ Е 对 三 个 坐标 轴 的 
ЯН 








М. (Е) =yF, -2F, ДЕЗЕ х(- 
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М, (Е) =2Р, -дЁ, = х (2=)-5*(- 3+) 
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ағы) 





_ 1 Е И 
М. (ЕР) -хЕ, ув. 1х ( ге) е "|в >” 


2С 力 偶 矩 以 矢量 表示 一 一 力 偶 矩 矢 


如 图 4 8 所 示 的 室 间 力 偶 (Р, ) 对 于 任 一 点 的 矩 可 表示 入 


М-гхЕ 





(4-12) 
力 偶 对 刚体 作用 效果 取决 于 三 要 素 : ao СИВЕ ЛАТАТ 


的 方位 。 可 以 用 一 个 矢量 来 表示 这 三 个 要 素 : НЫК 











方向 与 力 偶 作 用 面 的 法 线 方向 相同 ， ня 


用 M 表示 。 它 是 一 个 自由 矢量 。 
作用 在 刚体 上 的 平行 平面 内 的 两 个 ыс 
相同 ， 则 两 力 偶 等 效 。 вн 的 两 个 空间 力 个 ， 
们 彼此 等 效 ， 旧 
Js Ж 
“А Еу 











43.2 空间 力 偶 系 的 合成 与 平衡 条 件 

















定 比例 尺 表示 力 偶 矩 大 小 ， 





若 其 力 偶 矩 大 小 相等 ， 转 向 
如 果 其 力 偶 矩 矢 相 等 ， 则 它 


空间 力 偶 系 可 以 合成 ， 得 到 一 个 合力 偶 ， 合 力 偶 的 矩 矢 等 于 各 分 力 偶 矩 矢 的 矢量 和 。 


Мұ = М+М, + ---+М, = УМ, 


由 于 
Мр =MRiI+HMHR +HMRK 
М,-М,ізМ,/-%М,4Е 


M, =Moi+ Mj + Mok 


М,-М,ізМ,)%»М,Е 


(4-13) 
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即 有 
М, = Ma + Ma +…+M = Ум. 
ігі 
Мұу = М, + Му +" + Ms = Ум, 
ігі 
М, = Ma + Mo + + М. = УМ, 
іт 
合力 偶 矩 的 大 小 为 





Ma = СУМ.) + (УМ) + (YM) (4-14) 
对 于 平面 力 侦 系 ， 各 M; 作用 面 的 方位 相同 ， 则 式 (4 14) 退化 为 代数 式 ， 即 


м, = Хм, 从 























ізі 
空间 力 偶 系 平衡 的 充分 必要 条 件 : 该 力 偶 系 中 所 有 矢 的 矢量 和 等 于 零 。 即 
Ma = SN (4-15) 
ізі 
对 于 平面 力 偶 系 , Х(4-15) 退化 为 代 KS 
/ 


NS 2М, -0 Я 
(4-15) шида у ДЕ „ХХ 
нем = М, м, + СУМО, ж 

д Ум. =0; Уи, ҳо, Ум, =0 (4-16) 
式 (4- т или 
7 








ЖИЕС ТЫНЫ ИИ 77%. 

【 例 4-3】 如 图 4.10 所 示 的 机 构 由 3 ИА, В, 
С 和 轴 组 成 ， 圆 盘 半 径 分 别 为 rm = 15ет, ғр = 10cm，rc = 
5ст. ӚН ОА, ОВ 和 ОС 在 同一 平面 内 ， 且 人 BO4 =90。。 在 
这 三 个 圆 盘 的 边缘 上 各 自作 用 力 偶 (FI, Fi)、(F,, Е) 
和 (Ез, Ез) ИИА, 已 知 F = 100N, ЕР, = 
200%, 不计 自重 , ЖОҒ, 和 角 Ө 的 大 小 。 

解 : ЛВ (Е, Е). (Е, Ез) Ж (Ез, Е;) ЗБ 



































М, = -Е хаці = -30i 
М, = - Е, хаьј = -40} 
М, = Е; х4ссоз( 0 90°) + Е, х4сзт( 0 -90°)} 
要 使 机 构 在 三 个 力 偶 的 作用 下 处 于 平衡 状态 ， 即 
Мұ-М, +М, +М, =0 
将 三 个 力 偶 的 表达 式 代入 上 式 ， 合 并 同类 项 后 令 i 和 j 的 系数 分 别 等 于 零 ， 有 
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К, xdcsing ~-30=0; -К; х4ссов0-40-0 


将 dc =0.1lm 代入 ,可 得 
Fs =500N; 6-143.13% 


4.4 空间 任意 力 系 向 一 点 简化 一 一 主 矢 和 主 矩 


ТТІ” 空间 任意 力 系 向 一 点 简化 


刚体 上 作用 空间 任意 力 系 刷 ，P ，…, Е,, ША. 1 (а) 所 示 。 应 用 力 线 平移 定理 ， 
依次 将 各 力 向 简化 中 心 0 平移 ， ey i 
) 所 示 。 








被 空间 汇 交 力 系 和 空间 力 偶 系 两 个 简单 力 系 等 效 蔡 换 ， 5% 





РУС" 后 得 一 CO п 称 为 原 空间 任意 力 系 的 主 矢 。 
空间 力 偶 系 合 战 多- тя А 称 为 原 空间 任意 力 系 对 简化 中 心 0 ЗЕЯ, 
图 4.11(c) ЖХ, 





в - Ўв = Хғ» УР, + Ұға 
ізі 


Мо = Ў мов) = Ў (к хв) (4-17) 
і=1 
1 力矩 的 解析 表达 式 (4 一 7) ， 有 有 

















Мо = Ў (ув, а) + ўе 2,Е. = х,Е.)ј + Хоғ,- УЕ) (4-18) 
ізі =1 
空间 任意 力 系 向 任 一 点 简化 ， 可 得 到 一 力 和 一 力 侦 ， 分 别称 为 该 力 系 的 主 矢 和 主 矩 
与 平面 任意 力 系 一 样 ， 主 矢 本 与 简化 中 心 0 点 的 选择 无 关 ， 而 主 矩 Mo 与 简化 中 心 0 点 
的 选择 有 关 。 
空间 任意 力 系 的 简化 结果 分 析 


ЖАНА РЕМ о 是 否 等 于 零 ， 可 将 空间 任意 力 系 的 简化 结果 分 为 四 种 可 能 情 
况 ， 下 面 分 别 讨论 这 四 种 可 能 情况 。 
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(1) ҸЕ =0, M60 时 ， 空 间 任意 力 系 简化 为 一 合力 偶 ， 此 时 主 矩 与 简化 中 心 的 
选择 无 关 。 

(2) МЕ #0, Мо =0 时 ,空间 任意 力 系 简化 为 一 合力 ， 合 力 通过 简化 中 心 。 

(3) Ч М,70, Е, 0 时 ， 我 们 针对 两 种 不 同情 况 进行 讨论 。 

@D 当 Mo1L ER 时 ， 可 将 力 偶 Mow 用 通过 0 点 且 垂直 于 Mo 的 平面 内 一 对 力 PR 和 FF" 


КИ, ФР, = Fk = Е, құнға Иа МОТ, 1 加 减 平衡 力 
R 


系 原理 ， 原 空间 任意 力 系 可 进一步 简化 为 通过 另 一 点 0' 的 一 个 合力 Fh ， 如 图 4. 12 所 示 。 


图 4.12 


@ 当 MoV KR 时， 空间 任意 力 系 简化 为 力 螺 旋 ; 旋 是 由 一 个 力 和 一 力 偶 组 成 的 力 
系 ， 不 能 进一步 合成 。 а 2 符合 右手 螺旋 法 则 的 称 为 右 螺旋 ， 












































如 图 4. 13(а) 所 示 ; 符合 左手 螺旋 法 则 的 旋 ， 如 图 4.13(b) 所 示 。 


Мо ~ ғ. 
ЖЗ 








4 хх 
А е м 4 (» 
No 
(4) ҸМ =0，Ff =0 时 ， 空 间 力 系 简 化 为 平衡 ， 对 于 空间 任意 力 系 平衡 的 问题 将 在 

4.5 节 进 行 详细 讨论 。 


4.5 空间 任意 力 系 平衡 方程 





空间 任意 力 系 向 任 一 点 0 简化 后 ， 可 得 到 一 个 主 矢 和 一 个 主 矩 。 空 间 任 意 力 系 平衡 的 
必要 和 充分 条 件 是 这 力 系 的 主 矢 和 对 任 一 点 的 主 矩 都 等 于 零 ， 即 
Е! =0 „Мо =0 (4-19) 
由 于 主 矢 和 主 矩 的 大 小 可 分 别 表示 为 


Ев = УС, Е.) + СУЫ +( DR)? 
Мо = (СУМ, (Е)? + (УМ, (Е)? + (УМ, (Е)? 

















故 空间 任意 力 系 平衡 方程 可 写 为 
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УР, =0, УЕ, =0, ХҒ,-0 


PM(F) =0, УМ,(Е) =0, УМ.(Е) =0 
空间 任意 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 : 所 有 各 力 在 三 个 坐标 轴 中 每 一 个 轴 上 的 投影 的 
代数 和 等 于 零 ， 以 及 这 些 力 对 于 每 个 坐标 轴 的 矩 的 代数 和 也 等 于 零 。 空 间 任 意 力 系 是 最 一 
般 的 力 系 ， 其 他 各 力 系 都 是 它 的 特殊 情况 。 为 了 比较 ， 表 4 一 1 给 出 了 各 力 系 的 平衡 方程 
的 基本 形式 。 


(4-20) 











表 4-1 各 种 力 系 的 平衡 方程 





























力 系 的 类 型 方程 形式 方程 个 数 
УР, =0 ХР, =0 УЕ, =0 
空间 任意 力 系 ” 6 
УМ, (Е) =0 ХМ, (Е) =0 ХМ, тыш 
ге 
空间 汇 交 力 系 УР, =0 УР, =0 У С 3 
空间 平行 力 系 УР, =0 УМ, (Е) =0 и и -0 3 
空间 力 偶 系 УМ, =0 3 
平面 任意 力 系 УР, =0 ES 5 EMo(F)=0 3 
平面 汇 交 力 系 УР, = < 2 
平面 平行 力 系 УР, =0 SN о(Е) =0 Е 2 
平面 力 偶 系 ET ХХ 1 











ЖЕҢІ, ХЕНІЗІЗ-СЕ ЕДА 在 薄板 的 C 点 ， 并 挂 在 钉子 马上 ， 钉 


子 钉 人 墙 内 ， Руи ан нас же 的 拉力 ТА, В 的 支 座 反 力 。 
м: 到 究 对 象 ， 薄 板 受 ТЕТІ) ка 


20, 绳子 的 约束 反 力 Т, КЕЕ 4 处 的 约束 反 力 
Ғы. Ел, Ра, ВЕНЕ В ЛЕМ 2 Е Е 1 Рь,. Ер. 
薄板 全 部 受 力 构 成 一 空间 任意 力 系 ， 可 建立 6 个 独立 
的 平衡 方程 ， 求 出 6 个 未 知 的 约束 反 力 。 受 力 分 析 如 
4.14 所 示 ， 并 建立 如 图 4. 14 所 示 的 坐标 系 。 
列 静 力 平衡 方程 
BC 


Ум, (Е) = 0 – Т1130° х ВС + 0 х2250 
解 得 绳子 的 拉力 为 


【 例 4-4】 如 图 4: ТЕТЕ нік L200N, ЛУНЕ А ЖЕРІНЕ В |М 





Т-0 -200М 
Ум. (Е) -0 -Е,хАВ-0 
解 得 ғ, 
Ев, =0 


Ум, (Е) =0 730° х СО + Е, х СО = ох = 0 
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解 得 Fs 为 
Ер. =0 
УЕ, =0 Е, «Ғғ, – Тсоѕ30° х соз45° = 
ЕЕ, М 
Е,, = Тсоз30°соз45° = 122. 4N 
УЕ, =0 Ғ,-Тсов30% х віһ45% = 0 
解 得 已 ,为 
Е,, = Teos30°sin45® = 122.4N 
УЕ. =0 Ғ,%ЕҒ, %Твіп30%-0 = 0 
解 得 Р.М 


Е,,--Твіп309 + 0 = 1003 е 
值得 注意 的 是 ， 求 解 空间 任意 力 系 问 题 时 ， 2. 量 的 个 数 较 多 ， 给 计算 带 
来 一 定 的 困难 。 为 了 计算 方便 ， 列 方程 时 最 好 М 而 且 尽 可 能 地 各 
免 求解 联 立方 程 。 通 过 上 例 ， 可 知 这 种 方法 大 大 入 题 计 算 过 程 。 
|. а шы а 
от :条 铅 垂 强 索 悬 挂 在 水 平 位 置 ， 一 绳 系 
的 点 4 处 ， 另 两 绳 分 别 系 在 其 对 边 距 各 端点 


0 /4 边 长 的 点 кз Е, 求 各 绳 所 受 的 拉力 。 





= 


解 : 取 正方 形 概 : 冠 对 象 ， 正 方形 板 受 重力 书 
Узи НР. Ри. Бо 共同 作用 而 处 于 平 
衡 状态 ， 总 一 空间 平行 力 系 。 板 的 受 力图 如 
图 4 пў Яа 并 建立 如 图 4. 15 所 示 的 坐标 系 。 列 
+9 

и, УЕ. = 0, 可 得 
ЕР. +Ев +Ес -Р=0 








由 УМ, (Е) = 0, 可 得 


了 








由 ХМ,(Е) = 0, 可 得 


联 立 求解 ， 可 得 
Е =400N, Fs = Ё, =200N 

通过 以 上 列举 的 例子 ， 可 将 求解 空间 力 系 平衡 问题 的 要 点 归纳 如 下 : 

(1) 求解 空间 力 系 的 平衡 问题 ， 其 解 题 步骤 与 平面 力 系 相同 ， 即 先 确定 研究 对 象 ， 再 
进行 受 力 分 析 ， 画 出 受 力图 ， 最 后 列 出 平衡 方程 求解 。 但 是 ， 由 于 力 系 中 各 力 在 空间 任意 
分 布 ， 故 某 些 约束 的 类 型 及 其 反 力 的 画 法 与 平面 力 系 有 所 不 同 。 

(2) 为 简化 计算 ， 在 选择 投影 轴 与 力矩 轴 时 ， 注 意 使 轴 与 各 力 的 有 关 角 度 及 尺寸 为 已 
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知 或 较 易 求 出 ， 并 尽 可 能 使 轴 与 大 多 数 的 未 知 力 垂直 、 平 行 或 相交 ， 这 样 在 计算 力 在 坐标 
轴 上 的 投影 或 力 对 轴 之 矩 就 较为 方便 ， 且 使 平衡 方程 中 所 含 未 知 量 较 少 。 同 时 注意 ,空间 
力 偶 对 轴 之 矩 等 于 力 偶 矩 矢 在 该 轴 上 的 投影 。 
(3) 根据 题目 特点 ， 可 选用 不 同形 式 的 平衡 方程 。 所 选 投影 轴 不 必 相 互 垂直 ， 也 不 必 
与 矩 轴 重 合 。 当 用 力矩 方程 取代 投影 方程 时 ， 必 须 附 加 相应 条 件 以 确保 方程 的 独立 性 。 但 
由 于 这 些 附加 条 件 比较 复杂 ， 故 具体 应 用 时 ， 只 要 所 建立 的 一 组 平衡 方程 能 解 出 全 部 未 知 
量 ， 则 说 明 这 组 平衡 方程 是 彼此 独立 的 ， 已 满足 了 附加 条 件 。 
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平行 力 系 的 中 心 «ғ 


设 有 两 个 同 向 平行 力 F 和 F,， 分 别 作 用 于 4、 1 合力 的 作用 线 也 平行 于 F) 
和 F,。 假 设 合力 的 作用 点 为 АВ 连 线 上 的 C 点 д 定理 ， 可 知 
ы. С(Е,) 

Е С ФА хВС-0 


合力 的 作用 点 С 的 位 置 可 由 下 式 确定 
М АСЕ, x% хў 
к. < ВСТР, Л 













НЕТ Мо(Ек) -0, ТЕ 


如 果 同 时 将 玉 ЖІР, 苇 动 相同 的 角度 а, согатын 16 所 
ж. аланы а, Бели, 2 1 合力 的 作 


用 点 仍然 是 ТЕ С. 可见， 多 3 看 用 点 的 位 置 公 
与 这 两 个 平行 办 的 大 小 和 作用 点 的 位 置 有 关 ， 而 与 各 平行 力 
的 方向 无 关 。 
将 两 平行 力 系 合力 的 这 种 性 质 推广 到 n 个 平行 力 的 情 
况 ， 可 以 得 到 这 样 的 结论 ; 平行 力 系 的 合力 作用 点 的 位 置 仅 
与 各 平行 力 的 大 小 和 作用 点 的 位 置 有 关 ， 而 与 各 平行 力 的 方 
向 无 关 ， 称 合力 的 作用 点 为 该 平行 力 系 的 中 心 。 

下 面 由 合力 矩 定理 计算 平行 力 系 中 心 的 坐标 。 如 图 4.17 所 示 的 平行 力 系 ， 其 合力 的 
作用 线 通过 点 C。 

由 合力 矩 定理 ， 可 知 

Мо(Ек) =Мо(Е,) +М,(Е,) 
































rc xFr =r ХЕ, «ғ, ХЕ, 
设 力作 用 线 方向 的 单位 矢量 为 到 МІН 
РЫР, Е РЕ ЕЕ 
图 4.17 代入 上 式 ， 可 得 
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re XFRFO =гу ХР, ЕО +r, х Е, С 





这 样 ， 可 得 
Frre хЕ® = (Рим: + Ер) х Е 
解 得 
Ғғ «Е,ғ, Буғ + Ер 
ЗЕЕ р, = АВ 
推广 到 个 力 组 成 的 平行 力 系 ， 合 力作 用 点 的 坐标 可 表示 为 
тс = лгі (4-21) 


写成 投影 形式 , 式 (4 一 21) 可 表示 为 і 
го ас 


重心 是 物体 重力 合力 的 作用 点 ， 与 物体 在 空间 的 位 置 无 关 。 对 于 





(4-22) 


均 质 物体 ， 其 重心 与 形 心 相 重合 。 根 据 命 可 建立 计算 重心 坐标 的 一 般 计算 














公式 。 
将 刚体 看 作 由 许多 无 限 小 的 微 直人 ҮЗ 第 个 微 元 体 的 重量 为 p,， 如 图 4. 18 所 示 ， 
ЕТЕ НН 31%, НАЛ У 
„А у, таза 已 坐标 0 用 公式 表示 为 
<; Ур 
>» кеін Ур 
ў? У ру 
Ус = а (4-23) 
>» 
= Ура 
БУЯ 
84.18 р: 
如 果 物 体 是 均 质 的 ， 单 位 体积 的 重量 为 y= 常数 ， 则 物 
体 的 重心 可 表示 为 
2 У улу, = У ду, А Гау 
““ Уми Ули У 
Хули PAVy _ ЕШ (4-24) 
7 Уул, Ул У 


У уди, Е У Ау, Ей ЕШ 


“Ул, УАУ, у 
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显然 ， 均 质 物体 的 重心 就 是 物体 的 几何 中 心 ， 即 形 心 。 
对 于 均 质 等 厚度 的 薄板 〈 薄 壳 ) ， 其 厚度 与 其 表面 积 $ 相 比 是 很 小 的 ， 则 重心 的 坐标 




















可 用 公式 表示 为 
Із | А ydS Гімв 


Хе 32759 zz 5 


对 于 均 质 等 横 截 面 细 长 杆 ， 其 截面 尺寸 与 其 长 度 ! 相 比 是 很 小 的 ， 则 重心 的 坐标 可 


公式 表示 为 
Гл | үзі | ЕТ 


яст 1728 1 A 1 


(4-25) 


























(4-26) 





463 确定 物体 重心 的 方法 > 
计算 物体 重心 坐标 的 基本 方法 有 两 种 ， ео арла 





面积 法 〈 负 体积 法 ) 。 除 此 之 外 ， 还 可 采用 实验 法 ( 和 称 重 法 ) 测定 物体 重心 。 
1. 用 积分 法 求 重心 ху 
[914-6] 试 求 如 图 4.19 е ы К. Эу 2а 的 均 质 圆 弧 的 重心 。 
解 : 取 顶 角 的 平分 线 为 x А. НЕ 系 ， 该 圆 弧 重 | 
心 必 在 Ox 轴 上 ， 即 yc =0. Жока ао, 1, ри 
标 为 =- Reosg， 圆 弧 的 总 长 度 海 [2aR。 ХХ 
Жена “可 得 圆 弧 的 形 心 x 坐标 


СГ. № + сов: 2-5; 








NC м Ж 
即 
_ Rsina 
са 
ЊЕ, ЧЕМ К, М 2а 的 均 质 圆 弧 的 重心 坐标 为 
Rsina 
3и 


2. 用 组 合法 求 重心 

1) 分 割 法 

对 于 较 复杂 的 物体 ， 常 将 其 分 割 为 若干 形状 简单 的 物体 。 若 已 知 这 些 简 单 形体 重心 的 
位 置 ， 则 整个 物体 的 重心 可 用 公式 求 出 ， 这 种 方法 称 为 分 割 法 。 

【 例 4-7】 试 求 Z 形 截面 重心 的 位 置 ， 其 尺寸 如 图 4. 20 所 示 。 

解 : 选择 如 图 4.20 所 示 的 坐标 系 ， 将 该 图 形 分 成 三 个 矩形 。 以 C1 С.М С; тәжі 
和 矩形 的 重心 ， 而 以 5S, 、5, 和 $3 表示 它们 的 面积 , 以 (x, у), (аз, 9) 和 (әз, уз) 
分 别 表示 Су. СЖ C3 的 坐标 ， 由 图 可 知 

xl = -15щщ, у, =45mm, $, =300mm? 
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图 4.20 | ‚№ 


ху =5тт, у; =ЗОтт, 5, -4 Ам 
хз =15тт, уз =5тт, 5 сты 
按 式 (4 -25) 求 得 该 截面 重心 的 坐标 NS | 
518) +5255 +2353 _ -15х у 400 +15 x300 


ле 5+5, +55 2-7. 8004400 +300 
151 +285 +535 \ 
271 1 7252 十 7353 % %30 х400 +5 x300，n =27mm 


с 51 +52 +553, 300 +400 + ЙА 
К/А [014-8] ви 所 示 平 面 图 形 的 形 心 坐标 〈 图 


中 尺寸 单位 为 m 
解 : кн 假设 按 虚线 位 置 将 
төл ЖА, РАМТ, П, ПЖ. 
三 部 分 的 面 祝 和 中 心 的 坐标 分 别 为 

=60mm, уу =90mm, А =2400mm2 
120 хр =20тт, ур =55 пт, Ау =2000 тт? 


хи =60тт, ym =15mm, Ай = 3600 т? 
按 式 (4 -25) 求 得 该 截面 形 心 的 坐标 (xc，yc) 为 


mm =2mm 











Духу %А,хҙ +Азхз 2400 х60 +2000 х20 +3600 x60 


АЖА +44 © 2400 +2000 +3600 же 





хс = 


‚ Аүуі +4555 +Азуз 2400 х90 +2000 х 55 +3600 х 15 
СЕ ЖА, 44) о 2400 +2000 +3600 


2) 负面 积 法 

如 果 从 一 个 平面 图 形 中 切 去 一 块 图 形 ， 要 求 切 除 以 后 图 形 的 重心 仍 可 以 用 组 合法 求 重 
心 ， 只 是 将 切 去 部 分 的 面积 取 负 值 ， 这 种 求 平面 图 形 重心 的 方法 称 为 负面 积 法 。 

【 例 4-9】 已 知 正方 形 的 边 长 为 a,， 如 图 4.22 所 示 。 试 在 其 中 找 出 一 点 互 ， 使 此 正 
方形 被 截 去 等 腰 三 角形 后 ， 点 已 即 为 剩余 面积 的 形 心 。 


=47. 5mm 
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解 : 设 点 马 的 坐标 为 { 全，y 剩余 部 分 看 作 由 两 


部 分 组 成 ， 即 边 长 为 a 的 正方 形 А, 和 底 边 为 a、 高 为 y 
的 等 腰 三 角形 4 。 因 为 4, 为 切 去 的 部 分 ， 所 以 面积 应 
取 负 值 。 
у Му, 分 别 是 4 ЖА, 的 重心 坐标 ， 则 有 
71 =>, = 本， А, =а?, А = - Тау 
代入 式 (4-25) 可 求 得 剩余 面积 形 心 坐 标 为 
тамы 276% 


依 题 意 有 yc =y， 即 





解 之 得 y = 3-45... =0. 634a, A 


ME Epa 


Cf > 于 一 点 的 力 系 。 和 平面 汇 交 力 系 一 样 ， 
空间 汇 交 力 系 асын 合力 。 理 间 汇 交 力 系 也 可 以 用 力 多 边 形 求 合力 ， 但 由 
тажал 9 在 一 定 的 困难 ， 计 算 时 得 不 方便 ， 所 以 空间 汇 交 力 系 的 平衡 问题 一 般 
用 解析 法 求解 < 
空间 汇 交 力 系 的 平衡 方程 
D0 =0,УЕ=о 
空间 力 偶 系 的 平衡 方程 
Хм, =0, УМ, =0, УМ, = 
空间 任意 力 系 平衡 方程 
УЕ, =0, ХЕ,-0, ХЕ, = 0 
Ум, (Е) =0, УМ, (Е) =0, ХМ.(Е) =0 
重心 是 物体 重力 合力 的 作用 点 ， 重 心 有 确 定 的 位 置 ， 与 物体 在 空间 的 位 置 无 关 。 对 于 
均 质 物体 ， 其 重心 与 形 心 相 重合 。 根 据 平 行 力 系 的 中 心 坐标 公式 ， 刚 体 的 重心 坐标 可 用 公 
式 表示 为 
РЕ Уә). У ро, РИ _ Увы 
У» Ур’ Х» 
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Е 











计算 物体 重心 坐标 的 基本 方法 有 两 种 ， 即 积分 法 和 组 合法 ， 组 合法 又 包括 分 割 法 和 负 
面积 法 。 还 可 采用 实验 法 〈 即 悬挂 法 和 称 重 法 ) 测定 物体 重心 。 


《思考 题 》 


4-1 空间 任意 力 系 总 可 以 由 两 个 力 来 平衡 ， 为 什么 ? 
4-2 ， 某 一 空间 力 系 对 不 共 线 的 三 点 主 矩 都 为 零 ， 问 此 力 系 是 否 一 定 平衡 ? 
4-3 空间 任意 力 系 总 可 以 由 两 个 力 来 平衡 ， 为 什么 ? 
4-4 空间 任意 力 系 向 两 个 不 同 的 点 简化 ， 试 问 下 述 情况 是 否 可 能 ? 
(1) 主 矢 相 等 ， 主 矩 相等 ，(2) 主 矢 不 相等 ， 主 矩 相 等 ; 
(3) 主 矢 相 等 ， 主 矩 不 相等 ，(4) 主 矢 、 主 矩 都 不 相等 。 .> 
4-5 (1) 空间 力 系 中 各 力 的 作用 线 平行 于 某 一 сел е 空间 力 系 中 各 力 的 
作用 线 分 别 汇 交 于 两 个 固定 点 。 人 外人 а ет 
4-6 ер ЛЭР, РИУ = ， 共 6 个 未 知 量 。 而 空间 


任意 力 系 的 平衡 方程 恰好 有 6 个 ， 是 否 为 静 定 问题 ? 
4-7 一 均 质 等 截面 直 [ 杆 的 重心 在 哪里 ? Ke Sa 重心 位 置 是 否 改 变 ? 








一 、 是 非 题 (正确 的 在 括号 Срам мека Тар, 
Е та с 
2. 力 对 轴 之 矩 是 力 Зе о СЕ, 
分 力 对 轴 与 平面 的 交点 之 с) 
3， 在 平 төвт 力 对 点 之 矩 为 代 беты, 力 对 点 之 矩 也 是 代数 量 。 
‹ ) 
4. 合力 对 年 一 轴 之 矩 ， 等 于 各 分 力 对 同一 轴 之 矩 的 代数 和 。 @ 
5. 空间 任意 力 系 平衡 的 必要 与 充分 条 件 是 力 系 的 主 矢 和 对 任 -点 的 主 矩 都 等 于 零 。 
‹) 
6. 物体 重力 的 合力 所 通过 的 点 称 为 重心 ,物体 几何 形状 的 中 心 称 为 形 心 ， 重 心 与 形 














心 一 定 重合 。 ( ) 
7. 计算 一 物体 的 重心 ， 选 择 不 同 的 坐标 系 ， 计 算 结 果 不 同 ， 因 而 说 明 物 体 的 重心 位 
置 是 变化 的 。 (9 
8. 物体 的 重心 一 定 在 物体 上 。 ( ) 
二 、 填 空 题 
1. 空间 汇 交 力 系 共有 三 个 独立 的 平衡 方程 ， 它 们 分 别 表示 为  、 和 
。 空 间 力 偶 系 共 有 三 个 独立 的 平衡 方程 ， 它 们 分 别 表示 为 қ 和 
。 而 空间 任意 力 系 共 有 六 个 独立 的 平衡 方程 ， 一 般 可 表示 为 
、 和 








2. 由 nn 个 力 组 成 的 空间 平衡 力 系 ， 如 果 其 中 的 (n -1) ЛТА, ДА 
个 力也 必定 点 4。 
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3. 作用 在 同一 刚体 上 的 两 个 空间 力 偶 彼此 等 效 的 条 件 是 

4. 空间 力 对 一 点 的 矩 是 一 个 ， 而 空间 力 对 某 轴 的 矩 是 一 个 

5. 空间 力 环 对 任 一 点 0 之 矩 Mo(F) 可 用 矢量 积 来 表示 ， 即 。 写 成 解析 表达 
式 为 

6. 当空 间 力 与 轴 时 ， 力 对 该 轴 的 矩 等 于 零 。 

7. 空间 力 系 向 一 点 简化 , 若 主 矩 与 简化 中 心 的 选择 无 关 ， 则 该 力 系 的 主 矢 
该 力 系 可 合成 为 一 个 。 若 空间 任意 力 系 向 任 一 点 简化 ， 其 主 矩 均等 于 零 ， 则 该 力 
ЖЕ Л. 

8. 力 螺旋 是 指 由 一 力 和 一 力 偶 组 成 的 力 系 ， 其 中 力 于 力 偶 的 作用 面 。 力 螺旋 
可 分 为 “和 

9. 通常 情况 下 物体 的 重心 与 形 心 是 不 相同 的 ， 只 有 对 ”来 说 , 重心 才 与 形 心 
重合 。 A 


10. 工程 中 常见 的 测定 物体 重心 的 实验 方法 有 一 两 种 。 


三 、 选 择 题 

2... 该 力 对 sk AR 的 矩 是 ( ji 

(А) М, (Е) =0, M,(F) -0, ыла 

регі М,(Е) =0, AR 

(С) М.(Е)»0, М,(Е) 0, М; 

(0) М, (Е) #0, М,(Е) #0 «к от > 

ИЕ 2. ЖІЕ,, my so WR oa 人 Ех 
УЕ, БЖМ, ІШ» 

(А) 主 矢 主 矩 均 不 ? те штаты, 

(в) ЕЖЕ жз: ж, апанда, У 


Шы 而 主 矩 为 零 
(D) 主 而 主 矩 不 为 零 








图 4.23 图 4.24 


3. 正方 体 上 作用 有 力 偶 如 图 4. 25 所 示 ， 下 列 答案 中 正确 的 是 (  )。 

(А) (а) 图 刚体 处 于 平衡 (B) (b) 图 刚体 处 于 平衡 

(С) (с) 图 刚体 处 于 平衡 (D) 三 种 情况 下 刚体 都 不 平衡 

4. 如 图 4. 26 所 示 ， 力 系 由 作用 于 点 4 МЕ, 及 作用 于 点 В 的 力 Fs 组 成 。 力 系 向 点 
0 简化 ， 下 述说 法 正确 的 是 ( 25 

(А) 力 系 简化 的 最 终结 果 是 力 螺 旋 

(в) 力 系 简化 的 最 终结 果 是 一 合力 
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(а) 力 偶 分 别 作用 在 (5) 力 偶 分 别 作用 在 (с) 力 偶 分 别 作用 在 
平面 48CD 和 4DHE 平面 48CD 和 EFGH 平面 48CD 和 EFGH 
图 4.25 


(D) 力 系 平衡 


5. аита 
是 有 可 能 的 


(А) 主 矢 相 等 ， 主 
(B) ES ер 


图 4.26 (С) ЕЖ 





(С) 力 系 简化 的 最 终结 果 是 一 2 


К, ТЖ ( ) 情况 





不 相 
(D) 3 -. 
6. 194.27 Ст 图 中 各 力 大 小 相等 ， 在 〈。 ) н 
下 ， 正 方 体 处 于 平衡 状态 。 JI NA ‚№ 
? 





(4) 

4.27 

7. 如 图 4 28 所 示 一 平衡 的 空间 平行 力 系 ， 各 力作 用 线 与 z 轴 平 
行 ， 下 列 方程 组 中 可 以 作为 该 力 系 的 平衡 方程 组 的 是 (00). 

(А) УЕ, =0, УЕ, =0, УМ, (Е) =0 

(в) УЕ, =0, УЕ =0, УМ. (Е) =0 

(С) УЕ, =0, УМ, (Е) =0, УМ, (Е) =0 

(0) УМ, (Е) =0, УМ, (Е) =0, У М.(Е) =0 
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四 、 计 算 题 
1. 一 重 物 由 ОА, ОВ 两 杆 及 强 0C 支持 ， 两 杆 分 别 垂 直 于 墙 面 ， 由 绳 ОС 维持 在 水 平 
面 内 ， 如 图 4. 29 Мк. СЯ У =1ЮКМ, ОА = З0ст, ОВ =40cm， 不 计 杆 重 。 求 绳 的 拉力 
两 杆 所 受 的 力 。 
2. 支柱 4B 高 h=4m， 顶 端 B8 上 作用 三 个 力 P| 、P,、P;， 大 小 均 为 2kKN,， 方向 如 图 4. 30 
所 示 。 试 写 出 该 力 系 对 三 个 坐标 轴 之 矩 。 




















> 








































#4. 29 


3. 如 图 4.31 所 示 ， 已 知 力 Р-20М, 2 
4. 如 图 4. 32 所 示 ， 6 За 
а 并 与 铅 直面 :4B 成 9 角 ， 如 在 点 


ато 垂直 地 图 定 在 轴 48 上 ， 其 长 度 为 
求 此 力 对 于 轴 АВ 的 短 。 





图 4.31 图 4.32 


5. 一 重 W、 边 长 为 a 的 正方 形 板 , 在 4、B、C 三 点 用 三 根 铅 垂 的 绳 吊 起 来 ， 使 板 保 
持 水 平 ， B、C 为 两 边 的 中 点 ， 如 图 4. 33 所 示 。 求 绳 的 拉力 。 

6. 如 图 4. 34 所 示 的 矩形 薄板 АВОС, ЗАТЕ, ВА ЖЕСЕ В 固定 在 墙 上 ， 
另 用 细 强 СЕ 维持 水 平 位 置 ， 连 线 ВЕ 正好 铅 垂 ， 板 在 点 刀 受 到 一 个 平行 于 铅 直 轴 的 力 
C=500N。 已 知 LBCD =30°, 2 ВСЕ =30°. 817 НИНЕ БЕ 21. 

7. 如 图 4. 35 所 示 ， 六 杆 支撑 一 水 平板 ， 尺 寸 如 图 4.35 所 示 。 设 板 和 杆 自重 不 计 ， 求 
在 板 角 А 处 受 铅 直 力 F 作用 时 各 杆 的 内 力 。 

8. 无 重 曲 杆 4BCD 有 两 个 直角 ， 且 平面 4BC 与 平面 ВСР ЗЕҢ, НЕ О ВСЕ 
座 ， 另 一 端 受 轴承 支持 ， 如 图 4. 36 所 示 。 在 曲 杆 的 4B、BC 和 CD 上 作用 三 个 力 偶 ， 力 偶 
所 在 平面 分 别 垂 直 于 АВ, ВС, Ср 三 线段 。 已 知 力 偶 矩 W 和 Ms， 求 曲 杆 处 于 平衡 的 力 偶 
Ж. Wi 和 支 座 反 力 。 
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4 
ТУА е 图 4.36 
9. 如 图 4. 37 ЖЗ А, В жан, 圆柱 直 齿 轮 的 节 圆 直径 4 = 
17. Зет, НЕА «520%, ЧЕН: ЕЕЛЕЕДИМЕ М = 1030N + а 的 力 偶 ， 如 轮轴 自重 和 
摩擦 不 计 。 SR 速 转动 时 4、B 轴 襄 的 约束 反 力 。 
10. 如 图 4738 所 示 ， 悬 臂 刚 架 上 受 均 布 荷载 y=2kN/m 及 两 个 集中 力 P=5kN、Q = 
4kN 作用 。 求 固定 端的 约束 反 力 和 反 力 偶 矩 。 








图 4.38 


11. 三 轮 小 货车 在 底板 М 处 放置 重 物 Р = 1kN。 后 面 两 轮 中 心 0, 0, 相距 1m， 前 轮 
中 心 0; 到 0,0, 的 距离 0,0 =1. бъ, 车 ME =0. бт, О.Е =0.4m， 如 图 4.39 所 示 。 试 求 
当 小 车 自重 不 计 保 持平 衡 时 三 个 轮子 受到 的 反 力 。 
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2. 如 图 4. 40 所 示 ， 两 个 均 质 杆 4B 和 BC 分 别 重 P 和 P,， 其 端点 4 和 С 分 别 用 球 
铵 链 固 定 在 水 平面 上 ， 另 一 端 由 球 匀 链 相连 接 ， 靠 在 光滑 的 铅 直 墙 上 ， 墙 面 与 4C 平行 。 
ШАВ 与 水 平 线 交角 为 44"， 人 B4C =90°, ОА = АС. 求 4 和 C 的 支 座 约束 反 力 及 墙 上 点 B 
所 受 的 力 。 
























ам 
Е SN 
13. 求 图 4.41 所 示 平 面 图 形 的 形 心 C 的 坐标 。 NS 单位 为 mm。) 





14. 如 图 4. 42 所 示 ， 在 半径 为 n 的 均 质 圆 盘 内 有 一 半径 为 ,的 圆 孔 ， 两 圆 的 中 心 相 
ИЕ, ЖЕНОЙ, 
15. 机 器 基础 如 图 4. 43 所 示 ， 该 基础 由 均 质 物 质 组 成 ， 求 其 重心 坐标 。 
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通过 本 章 的 学 习 ， 掌 握 滑 动 摩 控 、 тең кілтке, 能 应 用 几何 法 和 
ыы ?| 
е; хм 
Е .> хх 

зи, ,, Ах 

жазар, тараб анике, 掌握 考虑 摩擦 时 
эъозния, уижаднних. 。 _ 
үт № х- А 


“с Ы 


摩擦 是 一 种 极为 普遍 的 现象 。 在 日 常生 活 中 ， 人 们 对 摩擦 现象 并 不 陌生 。 比 如 ， 在 冬 
季 结 冰 的 路 面 上 ， 行 人 很 容易 滑 倒 ， 但 是 撒 上 一 层 煤 渣 后 ， 就 很 安全 了 ; 又 如 人 们 为 了 减 
少 机 器 内 部 零件 的 摩擦 ， 不 时 地 添加 润滑 油 等 。 这 些 现象 都 与 摩 控 有关。 

其 实 人 们 每 天 都 在 自觉 不 自觉 地 利用 摩擦 力 。 如 果 没 有 摩擦 力 ， 人 们 简直 寸步 难 行 ， 
因为 人 类 行走 本 身 就 要 利用 摩擦 力 。 可 以 进一步 想象 一 下 ， 如 果 没有 摩擦 阻力 ， 我 们 甚至 
用 手 拿 不 起 任何 东西 ， 也 拧 不 开 盖 子 或 把 手 。 生 活 处 处 困难 重重 。 想 写字 却 拿 不 起 笔 ， 笔 
又 不 能 和 纸 产生 摩擦 写字 ， 想 吃饭 却 拿 不 住 碗 能 ， 艇 子 怎么 也 夹 不 住 菜 ， 想 喝 水 又 提 不 起 
杯子 ; 想 穿 衣服 却 拿 不 起 穿 不 上 ; 想 工作 劳动 ， 但 任何 工具 都 一 次 次 从 手 上 滑落 。 这 样 的 
话 ， 人 会 多 么 无 助 。 如 果 没 有 了 摩擦 ， 那 么 我 们 就 再 也 不 能 够 欣赏 美妙 的 小 提琴 演奏 乐 
了 ， 因 为 纪 和 弦 摩 擦 产生 振动 才能 发 出 声音 。 但 摩擦 也 会 给 我 们 的 日 常生 活 带 来 麻烦 。 例 
如 ， 人 们 在 路 面 上 行走 ， 鞋 底 与 地 面 的 摩擦 使 鞋底 产生 磨损 。 机 器 开动 时 ， 滑 动 部 件 之 间 
因 摩擦 而 浪费 动力 ， 还 会 使 机 器 的 部 件 磨损 ， 缩 短 寿 命 。 摩 擦 力 有 利 也 有 产 ， 我 们 应 该 尽 
量 减少 那些 有 害 摩 控 ， 学 会 利用 摩擦 造福 人 类 。 

最 早 对 摩擦 进行 实验 研究 的 代表 性 人 物 是 文艺 复兴 时 期 的 达 . 芬 奇 。 他 对 表面 光滑 程 
度 不 同 的 物质 的 摩擦 进行 了 比较 ， 提 出 物体 间 的 摩擦 程度 取决 于 物体 表面 粗糙 程度 的 大 
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小 ， 表 面 越 粗 糙 ， 摩 擦 力 越 大 ， 即 固体 表面 的 凹凸 程度 是 产生 摩擦 的 根本 原因 。 这 一 想法 
ЖЖ или, ИЯ. 物体 表面 无 论 经 过 何 种 加 工 ， 都 必 
然 留 下 或 大 或 小 的 上 四 凸 ， 这 种 表面 凹凸 不 平 的 物体 相互 接触 ， 就 必然 产生 摩 扩 。 有 人 对 此 
做 过 这 样 一 个 比喻 : 固体 表面 的 接触 ， 犹 如 把 一 列 山脉 翻 过 来 盖 在 另 一 列 山脉 上 。 它 们 相 
互 咬合 ， 只 有 廿 部 被 破坏 掉 ， 才 能 使 之 滑动 ， 这 便 是 产生 阻碍 相对 运动 的 摩擦 力 的 基本 原 
理 。 这 种 学 说 在 很 长 一 段 时 间 里 ， 受 到 许多 人 的 支持 。 

对 于 摩擦 力 本 质 的 另外 一 种 看 法 是 分 子 说 。 这 是 由 英国 的 物理 学 家 德 萨 古 利 埃 提出 
的 。 他 认为 ， 摩 擦 力 产生 的 原因 是 摩擦 面 上 的 分 子 力 相互 交错 。 该 学 说 指出 ， 物 体 表 面 越 
是 光滑 ， 摩 擦 面 越 是 相互 接近 ， 表 面 分 子 力 就 越 大 ， 这 样 摩擦 力也 就 越 大 。 但 是 这 种 学 说 
由 于 加 工 技术 上 的 原因 ， 一 直 没有 得 到 实验 的 证 实 ， 因 而 人 们 对 此 很 难 接受 。 

进入 20 世纪 以 后 ， 分 子 说 逐渐 得 到 很 多 人 的 支持 。 一 个 叫 2 因 的 人 首先 指出 摩擦 引 
5. 是 固体 表面 分 子 引力 场 的 相互 干涉 所 致 ， 与 四 无 关 。 而 另 一 名 著名 

学 者 哈 迪 进行 了 大 量 的 实验 ， 从 而 证 明了 分 子 说 的 正确 性 Халел а 
т 然后 来 做 摩擦 实验 ， 结 果 发 现 ， 两 物体 光滑 ， 它 们 之 间 的 摩擦 力 就 越 
У, 但 是 这 种 光滑 水 平 达到 一 定 程度 时 ， 增加 ， 甚 至 两 个 光滑 的 金属 面 能 
“ 粘 ” 在 一 起 。 而 这 正好 证 实 了 分 子 说 的 观 表面 的 分 子 互相 进入 彼此 的 分 子 间 
的 引力 图 时 ， кем бн 0. утаа 哈 迪 的 实验 


为 分 子 说 提供 了 有 力 的 证 据 ， hc 广泛 的 承认 ， 并 进一步 发 展 为 “ 粘 合 说 ”。 
但 是 ， er е 弃 ， 它 与 对 立 的 分 子 说 和 站 
12. > 知人 次 25 含 凹 凸 说 内 容 的 综合 性 的 现 
代 粘 合 论 。 看 来 ， 有 关 摩 擦 浪 朴 质 的 争论 还 将 继 Ре 人 们 将 拭 目 以 
Ж. паня зда, чт то 
а м > 的 简单 工具 ， 学 完 未 章 后 ， 同 学 们 可 
以 试 着 设计 


7 


<> 
(с) 发 动机 缸 体 夹具 





(Ф 车床 刀 架 (е) 防滑 链 (гу 传输 带 
图 5.01 
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51 摩擦 及 其 分 类 


在 前 几 童 中 ,一 般 把 物体 的 接触 面 都 看 作 绝 对 光滑 的 ， 忽 略 了 物体 之 间 的 摩擦 。 但 是 
在 日 常生 活 和 工程 实践 中 ， 完 全 光滑 的 表面 并 不 存在 。 当 两 物体 具有 相对 运动 或 相对 运动 趋 
势 时 ， 在 两 物体 的 接触 面 上 一 般 都 有 摩擦 力 产生 。 摩 控 有 时 会 起 到 重要 的 作用 ， 必 须 考 虑 其 
影响 。 按 照 接触 物体 的 相对 运动 情况 ， 摩 擦 可 分 为 滑动 摩擦 和 深 动 摩 阻 。 摩 探 现 象 极其 复 
杂 ， 本 章 只 介绍 工程 中 常用 的 近似 理论 ， 重 点 研究 考虑 摩擦 情况 下 的 物体 平衡 问题 。 


зала 


пинает геми елнын 
的 作用 。 例 如 ， 如 果 没 有 摩擦 力 ， 人 不 能 行走 ， 车 辆 不 1. IN 又 如 皮带 通过 摩擦 传 递 轮 
子 间 的 运动 ， 夹 具 利用 摩擦 夹 紧 工 件 等 。 但 摩擦 也 7 引 - 面 ， 如 摩擦 能 加 速 机 器 零件 
的 磨损 ， 同 时 引起 发 热 ， 损 耗 能 量 等 。 ER j 弊 ， 我 们 研究 摩擦 就 是 充分 利用 
摩擦 有 利 的 一 面 ， 减 小 或 限制 其 不 利 的 一 их 


СЖ 摩擦 分 类 С 








. внын аи? „Ў 

нена Канае А 

(1) 滑动 摩擦 ， медет те. 面 之 间 有 相对 滑动 或 相对 滑动 趋势 
时 ， А ы, анил, Е] 244 滑动 摩擦 又 可 分 为 静 滑动 摩擦 和 动 
滑动 摩擦 两 а? 

(2) 滚动 麻 .A 
ВЕН, 


2. 按 两 物体 接触 表面 间 的 物理 情况 分 


按 两 物体 接触 表面 间 的 物理 情况 可 将 摩擦 分 为 干 摩擦 和 湿 摩 擦 。 

(1) 干 摩擦 ， 接触 面 没 有 添加 润滑 剂 的 摩擦 称 为 干 摩 擦 ， 如 工件 和 夹具 之 间 的 摩擦 。 

(2) 湿 摩 擦 ， 接触 面 有 润滑 剂 的 摩擦 称 为 湿 摩 擦 ， 如 充满 润滑 油 的 轴 和 轴承 之 间 摩 
擦 。 在 刚体 静 力 学 中 ， 一般 只 研究 干 摩擦 。 











5.2 滑动 摩擦 


两 个 表面 粗糙 的 物体 相互 接触 ， 发 生 相 对 滑动 或 存在 相对 滑动 趋势 时 ， 彼 此 之 间 有 阻 
碍 相对 滑动 的 力 存在 ， 此 力 称 为 滑动 摩擦 力 ， 简 称 摩擦 力 。 摩 擦 力作 用 在 物体 的 接触 表面 
处 ， 其 方向 沿 接触 面 的 切线 ， 并 和 物体 相对 滑动 或 滑动 趋势 的 方向 相反 。 
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521 静 滑动 摩擦 力 及 最 大 滑动 摩擦 力 


在 固定 水 平面 上 一 重量 为 P 的 物 块 4 受 一 水 平 力 F 的 作用 ， 如 
图 5.1 所 示 。 因 实际 水 平面 并 非 理想 光滑 ， 当 力 F 由 零 逐 渐 增 大 但 
不 超过 某 一 限度 时 ， 物 块 始终 保持 静止 ， 只 是 在 力 的 作用 下 有 向 
右 滑动 的 趋势 。 如 对 物 块 进行 受 力 分 析 ， 可 知 支撑 面 对 物 块 除了 产 
生 法 向 反 力 Еу 外 ， 还 产生 沿 支撑 面 的 阻碍 物体 运动 的 切 向 反 力 F.。 
ЗАП Е, 为 静 滑动 摩擦 力 或 静摩擦 力 ， 方 向 向 左 ， 如 图 5. 1 所 示 。 图 5.1 
通过 对 物 块 的 平衡 条 件 可 知 ， 静 滑动 摩擦 力 在 数值 上 等 于 力 F 的 大 
小 ， 随 主动 力 的 增 大 而 增 大 。 
当主 动力 增 大 到 一 定数 值 ， аж ы е 此 时 静 滑 动 





























摩擦 力 F, 达到 最 大 值 有.,,,、， 称 为 最 大 静摩擦 力 ， 或 称 为 临界 摩 
静 滑 动 摩 擦 力 的 大 小 可 在 一 定 的 范围 内 取 值 ， 即 SA 


0<Е, т (5-1) 
确定 静 滑 动 摩擦 力 Е, 的 大 小 ， 要 应 用 到 物体 У. 
法 国学 者 库仑 通过 大 量 的 实验 得 出 静 滑动 Айыу 静 滑 动 摩擦 力 的 最 大 值 Rs 与 


支撑 面 对 物 块 的 法 向 反 力 成 正比 ， тЫ 人] К 

4 (52-2) 
式 中 ,人 称 为 静 滑 动 摩擦 系数 。 ре вв 其 值 与 两 接触 面 的 材料 及 表 
面 状况 〈 如 粗糙 度 、 干 湿度 ~ 温 尼 有 关 ， адл 程 手册 。 例 如 ， 钢 
对 钢 、 钢 对 铸铁 的 静 滑 如 ик WS 


зн „Хх 


АЕ ый ЕЛБА 9 НЕМ 50 Н 8) НЕ ЕЕ 
Ф, В 

Ра -/Ғу (5-3) 
式 中 ，/ 为 动 滑动 摩擦 系数 。 一 般 情 况 下 ， 动 滑动 摩擦 系数 略 小 于 项 滑 动 摩 控 系 数 ， 并 与 
两 个 相 接触 物体 的 材料 及 接触 表面 的 情况 有 关 ; 同时 也 和 两 物体 相对 滑动 速度 有 关 。 在 实 
际 应 用 中 ， 动 滑动 摩擦 系数 要 通过 实验 测定 。 




















5.3 ”摩擦 角 和 自 锁 现象 


вя 


1. 全 约束 反 力 


法 向 约束 反 力 Еу 和 切 向 约束 反 力 F, 的 合力 称 为 全 约束 反 力 。 全 约束 反 力 与 法 向 反 力 
的 夹 角 为 op， 由 图 5.2(a) 可 知 : tanp = Е, ИЕ. 
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2. 摩擦 角 定义 


当主 动力 F 达到 一 定 值 时 ， 物 块 处 于 行将 运动 又 尚未 运动 的 临界 状态 ， 摩 擦 力也 达到 最 
大 值 ， 而 此 时 全 约束 反 力 与 法 线 间 的 夹 角 也 达到 最 大 值 p,,， 称 Ф, 为 摩擦 角 。 由 图 5.2(b) 
可 知 КЄ 


А (5-4) 


ҰШЖ б, = arctanf/`.， 也 就 是 
їе, 与 材料 及 其 表面 状况 有 关 。 当 物 













Ша ， 全 约束 反 力 上 ышы 
Ее 等 于 摩擦 角 9,， 
回 <р< = 
【摩擦 角 和 摩擦 锥 】 Есе еа нак. 
"Аф 当 可 时 ， 物 块 滑动 趋势 的 方向 改 
ан 变 ， ЖМ 力 的 方位 也 随 着 改变 。 当 不 断 地 
改变 方向 时 ， Рр 线 将 画 出 -- "ж 4 为 顶点 的 锥 面 ， 如 图 5.3 г, ИЕ 


面 称 》 ый 
IEEEN них» 


若 主动 力 的 合力 FA 与 法 线 之 间 的 夹 角 9 小 于 摩擦 角 ww ， 即 主动 力 的 合力 作用 线 在 摩 
擦 锥 之 内 ， 如 图 5.4(a) 所 示 ， 则 不 论 主动 力 有 多 大 ， 物 体 总 能 依靠 摩擦 而 保持 平衡 ， 这 
种 现象 称 为 自 锁 现 象 。 反 之 ， 若 主动 力 的 合力 Fs 与 法 线 之 间 的 夹 角 9 大 于 摩擦 角 wm， 上 
主动 力 的 合力 作用 线 在 摩擦 锥 之 外 ， 如 图 5.4(b) 所 示 ， 则 不 论 主动 力 有 多 小 ， 物 体 一 定 
会 滑动 。 这 是 因为 全 约束 反 力 作用 线 可 能 出 现在 摩擦 锥 面 上 (此 时 处 于 临界 状态 ) 或 摩擦 
锥 之 内 的 任何 位 置 ， 而 大 小 可 以 不 加 限制 。 所 以 对 第 一 种 情况 ， 即 当主 动力 的 合力 FA 与 
法 线 之 间 的 夹 角 9 小 于 摩擦 角 ww 时 ， 在 摩擦 锥 内 总 能 找到 一 个 全 约束 反 力 Fh ， 该 力 和 主 
动力 的 合力 Fs 相 平衡 ， 而 对 于 第 二 种 情况 ， 由 于 主动 力 的 合力 Е, 作用 线 在 摩擦 锥 之 
外 ， 则 由 于 全 约束 反 力 作用 线 只 能 在 摩擦 锥 之 内 ， 全 约束 反 力 Fr 不 可 能 和 主动 力 的 合 
Е; 共 线 ， 此 二 力 不 符 合 二 力 平衡 的 条 件 ， 于 是 物体 将 产生 滑动 。 通 过 分 析 可 知 ， 放 在 斜 
面 上 的 物 块 在 重力 作用 下 不 至 于 产生 滑动 的 条 件 是 斜面 的 倾角 9 小 于 或 等 于 摩擦 角 pw， 
ИРНА А КИЕУ ө, о 






























































====amamma Я 第 5 章 | 





5.4 ИЕ 
px RR 


考虑 摩擦 时 物体 的 平衡 问题 的 解法 与 а Ни 
于 物体 上 的 力 都 应 满足 i 虑 摩擦 时 物体 的 平衡 问题 ， 可 用 平面 任意 
力 系 的 平衡 方程 求解 ， 也 可 用 摩擦 角 (жік, 同时 要 注意 以 下 用 点 

(1) 取 研 究 对 象 时 ， Ne ЕЙ 

(2) 分 析 受 力 时 必须 考 

(3) 在 临界 状态 下 Е 

оны, 麻 控 力 未 知 Е, <, Еу 范围 内 ， 如 物体 具有 两 种 

可 能 滑动 趋势 ， 要 分 别 过 论 两 种 情况 ， УД 

(5) ЖК з ТІЛГЕ 

(815-1129 ЕНЕР ИЮ ЕСЕДЕН Е, ЖИНАЙ a 大 于 接触 面 的 静摩擦 角 
om， 如 图 5.5(a) Мүк, 已 知 静 摩擦 系数 为 / (其 中 /=tang,)， 若 加 上 一 水 平 力 @ 使 物 
块 平衡 , 277 О 值 的 范围。 





(а) 


图 5.5 


т. 本 题 应 考虑 两 种 情况 : 四 如 果 力 0 太 小 ， 物 体 将 有 向 下 滑动 趋势 ; @ 如 果 力 @ 
太 大 ， 物 块 将 有 向 上 滑动 的 趋势 。 

首先 求 出 物体 不 至 于 下 滑 时 所 需 力 О 的 最 小 值 Cu。 由 于 物 块 处 于 下 滑 的 临界 平衡 状 
态 ， 摩 擦 力 达 到 最 大 值 ， 方 向 沿 斜 面向 上 ， 物 块 受 力 分 析 如 图 5.5(b) 所 示 。 根 据 平衡 条 
件 可 列 静 力 平衡 方程 
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УЕ, =0 Qincosa + Ех -Psina = 0 
УЕ, =0 — Quinsing + Е, - Реоза = 0 
临界 状态 时 ， 最 大 静 滑 动 摩擦 力 为 Ps = 人 FAN。 联 立 求解 ， 可 得 物体 不 至 于 下 滑 时 所 
需 最 小 Qu 为 


sina -/ сова: 
------Р-Рап(о-о,) 


ті” соза + эта 


再 求 出 使 物体 不 至 于 上 滑 时 所 允许 的 О 的 最 大 值 Qu 。 由 于 物体 处 于 上 滑 的 临界 
衡 状态 ， 摩 擦 力 达 到 最 大 值 ， 方 向 沿 和 斜面 向 下 ， 物 块 受 力 分 析 如 图 5. 5(c) МРК. ЖИ 
衡 条 件 可 列 平衡 方程 








SE 





> Е,-0 0 маҳсоѕа – Ёма = "© 


> Е, -0 — Qunasina + 7 
ПАРУ, Зс Е Е, =/ 65 О лия 


允许 的 8 的 最 大 值 О ХУ 
0, = аи а-Ф,) 


因此 ， 要 维持 物体 平衡， EIN loi 
i ТРЕЕ 
Уа 
讨论 : 


本 题 中 wy me 要 分 别 讨论 两 种 情况 。 首 先 分 析 
临界 平衡 状态 时 力 的 方向 必须 的 滑动 趋势 方 向 相反 ， 而 不 能 随便 假定 。 然 后 
2.1. 求解 未 知 量 。 最 后 得 到 维持 平衡 时 力 
О 的 值 的 变化 范围 。 这 是 应 用 解析 法 求解 。 

本 题 也 可 用 摩擦 角 来 求解 。 当 О 取 最 小 值 时 ， 物 块 有 向 下 滑动 的 趋势 ， 其 受 力 如 
4 5.6(а) 所 示 ， 这 时 己 、Q 和 支撑 面 的 全 约束 反 力 Fr 构成 三 力 平衡 汇 交 力 系 。 此 时 
由 于 物 块 处 于 临界 状态 ， 可 知 支 撑 面 的 全 约束 反 力 Fs 与 斜面 法 线 间 的 夹 角 为 摩擦 角 
pmo 由 平衡 的 几何 条 件 画 出 力 三 角形 图 ， 如 图 5.6(a) 所 示 ， 并 由 力 三 角形 图 可 得 : 
Ош, =Ptan(a -ф,); Ч О 取 最 大 值 时 ， 物 块 有 向 上 滑动 的 趋势 ， 其 受 力 如 图 5.6(b) 所 
示 ， 此 时 了 、Q,s 和 支撑 面 的 全 反 力 Fw 构成 三 力 平 衡 汇 交 力 系 。 由 平衡 的 几何 条 件 画 
出 力 三 角形 图 ， 并 由 力 三 角形 图 可 得 : Ох = Ptan(aw+pw)。 将 tan(a-epw) 与 tan(a 


% Ез “%- Б. 


图 5.6 
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эта —f.cosa 0.51% + /. соѕа 


жо,) 展开 ， 可 得 使 物 块 平衡 的 力 О 值 的 范围 为 


结果 与 上 述 解析 法 相同 。 
值得 注意 的 是 ， 如 果 已 知 力 0 的 值 在 平衡 范围 Qu < Q < Qi 之 内 ,虽然 物 块 保持 静 
止 ， 但 不 处 于 临界 平衡 状态 ， 这 时 摩擦 力 未 达到 最 大 值 ， 其 大 小 不 能 用 Ps = 人 AAA ЖИ: 
算 ， 而 应 将 摩擦 力作 为 约束 反 力 ， 应 用 静 力 平衡 方程 来 求解 。 
[915-2] 制动器 的 构造 如 图 5.7(a) 所 示 。 已 知 重 物 重 四 = 500N， 制 动 轮 与 制 动 
块 间 的 静 滑 动 摩擦 系数 人 =0.6, R=250mm, г = 150, а = 1000тт, 0 = З00тт, л = 
100mm。 求 制 动 鼓 轮转 动 所 需 的 力 F 的 大 小 。 
解 : 先 选取 鼓 轮 为 研究 对 象 。 鼓 轮 在 重 物 W 的 作用 下 有 逆 时 针 转 动 的 趋势 ， 由 此 可 
判定 制 动 块 与 制 动 轮 之 间 的 摩擦 力 Б, 向 左 ， 其 他 力 如 图 5.7(b) 所 示 ， 它 们 构成 一 组 平 
面 任意 力 系 。 由 于 不 求 0 处 的 约束 反 力 ， о А 
Умо(Е) =0 № - ЕК 
再 取 杆 4B8 (包括 制 动 块 ) 为 研究 对 象 。 其 受 力 < 8(c) 所 示 ， 它 们 也 构成 一 
平面 任意 力 系 。 由 于 不 求 4 处 约束 反 力 ， Е 力矩 平衡 方程 
Ум, (Е) -0 қ "В — Еа =0 
РЕЖ К = Ру, Е =Е,, ЖЕ бре > ， 由 静 滑 动 摩擦 定律 有 FF = Е, = Ем, 
联 立 求解 ， 可 得 








P。 计 算 


соза + /.зта соза /, ѕіпог 




































































тә 


КА Е =120% 
这 是 抽动 办 转动 所 震 的 和， г. 的 最 小 值 。 





图 5.7 


[915-3] 均 质 直 杆 4B 如 图 5.8(a) 所 示 ， 重 力 为 G， 长 为 !， 处 于 水 平 位 置 , 杆 上 D 
由 一 倾角 为 60* 的 细 绳 拉 住 ， 杆 的 А 端 与 墙 面 接触 压 紧 。 墙 面 与 杆 端的 摩擦 系数 人 =0. 2。 
试验 算 杆 端 4 是 否 向 下 滑动 ? 

т. 本题 要 验算 杆 端 4 是 否 向 下 滑动 ， 应 首先 假设 杆 АВ 处 于 静止 状态 。 选 杆 4B 为 
研究 对 象 ， 对 其 进行 受 力 分 析 ， 如 图 5. 8(b) 所 示 。 由 于 平衡 时 杆 端 4 相对 于 墙 面 并 不 一 
定 处 于 滑动 的 临界 状态 ， 此 时 墙 面 与 杆 端 4 接触 处 的 约束 反 力 Ех 及 摩擦 力 FF, 为 两 个 互 不 
相关 各 自 独立 的 未 知 量 。 列 平衡 方程 
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ХҒ,-0 Ғ,-Ғ,сов60% = 0 
УЕ =0 Ғ,-С:Ғу,звіпб0% = 0 


х 


Ум, (Е) =0 Е,ѕіпб0° х0.71 - С ke， 
联 立 求解 ， 可 得 < 


Ех =0. 41246, Е, =0. а 

由 于 静 滑 动 摩擦 力 大 小 取 值 范围 为 0 和 已 < (а, нь ДК, =0.08248G， 故 杆 端 

不 可 能 产生 保持 静止 所 需 的 摩擦 力 值 0. 4 су, 故 4 端 向 下 滑动 。 
[915 -АГ т 9 所 示 的 均 质 木 箱 重 量 P =5kN， 它 利 
ШЕ Қа» 0.4, . һ-2а-2т, 0 = 30°, Ж; 
тС 箱 是 否 平 衡 ? (2) 能 保持 
елі 
% ы (1) Шы. ео 种 可 能 情况 发 生 ， 旧 
77% 一 木 箱 处 于 平衡 状态 动 或 翻 倒 。 假 设 在 拉力 =1kN 作 
ЯК, ЖЖ 3 态 。 选 择 木 箱 为 研究 对 象 ， 其 受 力 分 析 
如 图 5.9 тя 6 时 不 妨 设 地 面 对 林 条 法 线 方向 约束 反 力作 

在 距离 4 点 为 4 的 EE 点 。 列 平衡 方程 



































УЕ, =0 Е, - Есоз0 = 0 (а) 
УР, =0 Е -Р+ Езшд = 0 (b) 
ХМ((Ғ) =0 Ру - 4+ Есоб-і-Р.2--0 (с) 


其 中 , h =2а=2щ, 0=30°, УЖ, яИ8 
Е, =0. 866kN, Ғұ-4.5КХ, 4=0. 171т 
此 时 ， 木 箱 和 地 面 间 的 最 大 摩擦 力 
Ё. = 人 FN =1.8kN 
тм, К. < Fae， 木 箱 不 会 滑动 ， 又 4d >0， 木 箱 也 不 至 于 翻 倒 。 

(2) 为 了 求 保持 木 箱 平衡 的 最 大 拉力 ， 可 分 别 求 出 木 箱 将 滑动 时 的 临界 拉力 Ға, 和 木 
箱 绕 4 点 翻 倒 时 的 临界 拉力 Fg。 要 使 木 箱 保持 平衡 ， 其 最 大 拉力 应 取 Е, 和 Fg 两 个 值 
的 较 小 者 。 

木 箱 处 于 滑动 的 临界 状态 下 ， 有 

Е-Е, = 大 AN 


1% 
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联合 平衡 方程 式 (a) 和 式 (b) ， 有 
Fcos0 = /, (Р -Fy sing) 
解 之 得 到 木 箱 处 于 滑动 的 临界 状态 下 的 拉力 Fy 大 小 为 
78 аыр 8760 
木 箱 绕 点 А 翻 倒 时 的 临界 状态 下 ， 地 面 对 木 箱 法 线 方向 约束 反 力 作用 点 为 点 4， 即 在 
平衡 方程 (ec) 中 , 24-0, 可 得 


ЕРзсоз0 - В -Р- 259 
解 之 得 到 木 箱 绕 4 点 翻 倒 时 的 临界 拉力 Ға 的 大 小 为 


Еа = 人 =1. 443kN 
由 于 Fg < Fy， 木 箱 在 力 F 的 作用 下 先 可 能 发 生 翻 倒 качана 


Еа =1.443kN。 КЫ 
5.5 Ққ 


前 面 已 经 介绍 了 滑动 摩擦 ， пу 摩擦 时 物体 的 平衡 问题 进行 了 分 析 。 在 人 们 的 
日 常生 活 和 工程 实践 中 ， "ады -物体 表面 上 жш вая, 还 经 常 碰 到 另 一 种 
形式 的 运动 一 滚动 。 co 直面 热 上 圆 管 ， 圆 管 相对 于 地 面 
ІШІ, нежна. ИМТ” 
体 的 滚动 代 蔡 物体 的 滑动 ) 为 什么 滚动 比 тай 滚 子 在 地 面 上 滚动 受到 什么 力 的 作用 
呢 ? 这 些 力 有 Sa 现 以 一 НЫ, 

设 一 半径 为 的 浪子， 静止 放置 于 水 平地 面 上 。 设 滚 子 的 重量 为 P， 在 深 子 中 心 作用 
一 水 平 力 严 。 当 力 正 较 小 时 ， 滚 子 可 能 处 于 既 不 滚动 ， 也 不 滑动 的 静 力 平衡 状态 。 对 滚 子 
进行 受 力 分 析 ， 可 知 作用 于 滚 子 的 力 除了 主动 力 已 和 严 之 外 ， 还 有 地 面 对 滚 子 的 约束 反 
力 ， 即 法 向 反 力 FA 和 切 向 反 力 F.， 其 受 力 图 如 图 5. 10(a) 所 示 。 列 平衡 方程 有 

УЕ, =0 Е-Е, =0 




















Ук, =0 Ғұ-Р-0 
解 得 切 向 反 力 和 法 向 反 力 分 别 为 





F.=F, Ғұ-Р 

法 向 反 力 Еу 和 重力 P 相 互 抵消 ,但 力 F 和 力 Е, 刚好 形成 力 偶 ,该 力 偶 应 使 深 子 向 
前 滚动 。 但 实际 上 滚 子 并 没有 滚动 。 这 说 明 支撑 面 对 滚 子 还 作用 有 一 个 阻碍 滚 子 滚动 的 力 
偶 ， 称 为 滚动 摩 阻 力 偶 ， 简 称 滚 动 摩 阻 。 
事实 上 ， 地 面 上 的 滚 子 和 地 面 的 接触 不 可 能 是 点 (或 线 ) 接触 ， 地 面 在 滚 子 重力 的 作 
下 必然 产生 变形 而 和 滚 子 有 一 接触 面 。 如 图 5. 10(b) 所 示 。 该 接触 面 的 反作用 力 简化 
到 对 称 平面 上 构成 一 平面 任意 力 系 。 根 据 平面 任意 力 系 的 简化 ， 该 力 系 可 简化 为 一 通过 点 
А 的 力 Fk 和 一 力 偶 和 矩 Wi， 如 图 5$. 10(с) 所 示 。 将 力 Е, 分 解 为 法 向 反 力 Е, 和 切 向 反 力 
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到.， 得 到 滚 子 的 受 力图 如 图 5. 10(d) тх. М, 为 滚动 摩 阻 力 偶 。 它 是 滚 子 相对 于 地 面 滚 
动 或 有 滚动 趋势 时 产生 的 阻碍 物体 滚动 的 力 偶 ， 其 方向 与 物体 滚动 或 滚动 趋势 的 方向 
相反 。 

















与 静 滑 动 摩擦 力 相似 ， 滚 动 让 АИГ: 822) Р 的 增 大 而 增 大 ， ЩЕНКИ 
值 时 ， 深 子 处 于 将 深 未 深 的 临界 平衡 闫 态 。 атина, 称 为 最 大 滚动 
摩 阻力 偶 ， 用 并 X 
物体 平衡 时 ， ыты» АТАЛ 即 
жм (5-6) 
和 ау, 其 值 由 滚动 摩 阻 定律 确定 ， 即 
MA oF (5-7) 
式 中 ，5 为 滚动 摩 阻 系数 ， 其 单位 为 长 度 单位 ， 一 般 用 mm сш, НЕН ЖИ ЗЕ 
和 支撑 面 的 硬度 和 湿度 等 因素 有 关 ， 而 与 滚 子 的 半径 无 关 。 滚 动 摩 阻 系 数 6 的 物理 意义 
为 :即将 滚动 时 ， 法 向 约束 反 力 偏离 滚 子 中 心 线 的 最 远 距离 ， 如 图 5. 10(e) 所 示 。 


Сл 结 》 


两 个 相互 接触 的 物体 ， 发 生 相 对 滑动 或 存在 相对 滑动 趋势 时 ， 彼 此 之 间 就 有 阻碍 滑动 
的 力 存 在 ， 此 力 称 为 滑动 摩擦 力 ， 简 称 摩擦 力 。 摩 擦 力作 用 在 物体 的 接触 表面 处 ， 其 方向 
沿 接触 面 的 切线 ， 并 和 物体 相对 滑动 或 相对 滑动 趋势 的 方向 相反 。 

静 滑 动 摩擦 力 是 一 种 约束 反 力 ， 它 随 主动 力 而 产生 ， 也 随 主动 力 而 消失 。 静 滑动 摩擦 
ЮХА 8 ЖИЙ, ОЕ, «Е, „о. ЕЛЕ, 的 大 小 ， 要 应 用 到 物 
体 的 平衡 条 件 。 最 大 静 滑动 摩擦 力 是 在 极限 平衡 条 件 下 产生 的 ， 它 服从 静 滑 动 摩擦 定律 ， 
р Е а = 人 FN。 

动 滑动 摩擦 力 服从 动 滑动 摩擦 定律 ， 即 局 = ЈЕ. 

全 约束 反 力 与 法 线 间 的 最 大 夫 角 о, 称 为 摩擦 角 。 摩 擦 角 可 表示 为 pw =arctanf.。 当 物 块 
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处 于 平衡 时 ， 全 约束 反 力 与 法 向 反 力 的 夹 角 gp 也 总 是 小 于 或 等 于 摩擦 角 gp,,，BP0<p<9,,。 
当主 动力 不 断 地 改变 方向 时 ， 全 约束 反 力 Fk 的 作用 线 将 画 出 一 个 以 接触 点 为 顶点 的 锥 面 ， 
该 锥 面 称 为 摩擦 锥 。 

当主 动力 的 合力 与 法 线 之 间 的 夹 角 8 小 于 摩擦 角 gp,,， 即 主动 力 的 合力 作用 线 在 摩擦 
锥 之 内 ， 则 不 论 主动 力 有 多 大 ， 物 体 总 能 依靠 摩擦 而 保持 平衡 ， 这 种 现象 称 为 自 锁 现 象 
应 用 自 锁 的 概念 ， 可 用 几何 法 求解 考虑 摩擦 的 平衡 问题 。 

滚 子 相对 于 地 面 滚动 或 有 滚动 趋势 时 产生 的 阻碍 物体 滚动 的 力 偶 ， 称 为 滚动 摩 阻 力 
偶 ， 用 Mi 表示。 滚动 摩 阻 力 偶 的 方向 与 物体 滚动 或 滚动 趋势 的 方向 相反 。 滚 子 处 于 临界 
平衡 状态 时 的 滚动 摩 阻 力 偶 ， 称 为 最 大 滚动 摩 阻力 偶 ， 用 Mi 表示。 其 值 由 滚动 摩 阻 定 
律 确定 ， 即 Ms = SFN。 式 中 5 称 为 滚动 摩 阻 系数 ， 其 单位 为 长 度 单位 ， 一 般 用 mm 或 
cm。 物 体 平 衡 时 ， 滚 动 摩 阻 力 偶 矩 的 大 小 可 在 一 定 的 范围 内 取 值 ,> 即 0 生 Mi<Mins。 


《思考 题 и) М 


5 

5-2 滑动 摩擦 力 的 大 小 与 法 向 反 力 的 大 水 这 种 说 法 对 吗 ? 
5-3 ”何谓 摩 控 角 ? 它 与 摩擦 系数 Ни 

5-4 ВИНО 斜面 的 自 镇 条 

5 -5 为 什么 传动 螺纹 多 用 广 шегу? си : 角 螺 纹 〔 如 螺钉 )? 


5-6 重量 为 P， не: 在 水 平面 上 ， зри j 的 滑动 摩擦 因数 为 人 ， 深 动 
摩 阻 系数 为 5。 在 什么 情况 下 извените 


д с 


- ЕЗ жатық. 错误 的 打 “ x”) 


-1 放 在 不 光滑 水 平 桌面 的 物 块 ， 是 否 一 чан 力 的 作用 ? 








1 葡 滑 动 大 擦 力 与 最 大 静 滑 动 摩擦 力 是 相等 的 。 сэ 
2. 最 大 静 滑 动 摩擦 力 的 方向 总 是 与 相对 滑动 趋势 的 方向 相反 。 Е: 
3. 摩擦 定律 中 的 正 压 力 〈 即 法 向 约束 反 力 ) 是 指 接触 面 处 物体 的 重力 。 ( ) 
4. 当 物 体 静 止 在 支撑 面 上 时 ， 支 撑 面 全 约束 反 力 与 法 线 间 的 偏 角 不 小 于 摩擦 角 。 

( ) 
5. 斜面 自 锁 的 条 件 : 斜面 的 倾角 小 于 和 斜面 间 的 摩擦 角 。 ( ) 
二 、 填 空 题 
1. 当 物 体 处 于 平衡 时 ， 静 滑动 摩擦 力 增 大 是 有 一 定 限度 的 ， 它 只 能 在 范围 内 

变化 ， 而 动 滑 动 摩擦 力 应 该 是 2 


2. 静 滑 动 摩擦 力 等 于 最 大 静 滑 动 摩擦 力 时 物体 的 平衡 状态 ， 称 为 a 

3. 对 于 作用 于 物体 上 的 主动 力 ， 车 其 合力 的 作用 线 在 摩擦 角 以 内 ， 则 不 论 这 个 力 有 
多 大 ， 物 体 一 定 保持 平衡 ， 这 种 现象 称 为 

4. 当 摩 擦 力 达 到 最 大 值 时 ， 支 撑 面 全 约束 反 力 与 法 线 间 的 夹 角 为 

5. 重量 为 С 的 均 质 细 杆 48B， 与 墙 面 的 摩擦 系数 为 /=0.6， 如 图 5. 11 所 示 ， 则 摩擦 力 
为 











о 
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6. 物 块 B 重 P=2kN, УЖО = 50, 在 BB 上 作用 一 水 平 力 FF， 如 图 5.12 Жж. 
当 系 4 之 绳 与 水 平 夹 角 9=30°，B 与 水 平面 间 的 静 滑 动 摩擦 系数 =0.2， 物 块 4 与 B 之 
间 的 静 滑动 摩擦 系数 /， =0.25， 要 将 物 块 B 拉 出 时 所 需 水 平 力 F 的 最 小 值 为 














о 





图 5.11 





=, жни 4 
ан ВИ, ПНР «ит. 已 知 摩擦 系数 为 /.， 


.为 摩擦 力 ， 则 F, 的 表达 式 为 《。。) ; 临界 时 ， тайшы» (7% 
(А) К, = 人 Peosa (В) ы 


(С) Е, >/.Реоза (ХИ Psina 
2. 重量 为 6 ИННЫ 物 块 与 水 平面 间 的 静 滑 动 摩擦 系数 为 人 


今 在 物 决 上 作用 水 平 推力 后 物 决 伯 止 状 态 ， 如 图 5.14 所 示 ， Уе 
ЖЫЛАМА ( )。 


Қу ,> „е 

(А) Fr =f.G > 7 (В) ғы: = ре 

(С) Ев = VG + РР (р) Р с Зе +p) 

3. ШЫР, ИЕН 的 圆 轮 ， 放 在 7 EA 如 图 5.15 所 示 ， 轮 与 地 面 间 的 滑动 
摩 所 系数 为 人 ; атняе, (ІЛЕСЕ 2) 的 作用 下 平衡 ， 则 接触 处 的 摩擦 力 R。 
和 滚动 摩 阻力 得 扯 9Wr 的 大 小 分 别 为 2 

(А) Е, = 了 P， М; =5Р. (В) Е, =ДР, М = КЕ 

(С) Е, =Е, М, =ВР (0) Е, =Е, М; =6Р 

4. 重量 分 别 为 PP, 和 Ps ПНА НАЕ ВАЕ АРТАТ Е, ЖЕ Р 作用 于 物体 
4 上 ， 如 图 5.16 所 示 。 设 4、B 间 的 摩擦 力 最 大 值 为 Pu， 与 水 平面 间 的 摩擦 力 的 最 大 
值 为 Ps.， 若 4、B 能 各 自 保持 平衡 ， 则 各 力 之 间 的 关系 为 (。” )。 

(А) РЕ > Fpmax (В) РР Ерык 

(С) Е... <Р < Евы (0) Ель <F < Раш 



































A, 
с 
Р 
化 Fy 
图 5.13 图 5.14 
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5. 当 物 体 处 于 临界 平衡 状态 时 ， 静 滑动 摩擦 力 Е, 的 大 小 ( )。 

(A) 与 物体 的 重量 成 正比 

(B) 与 物体 的 重力 在 支撑 面 的 法 线 方向 的 大 小 成 正比 

(C) 与 相互 接触 物体 之 间 的 正 压力 大 小 成 正比 

(D) 由 力 系 的 平衡 方程 来 确定 

6. 已 知 物 块 4 重 100kN， 物 块 B 重 25kN， 物 块 4 与 地 面 间 的 滑动 摩擦 系数 为 0.2， 滑 
轮 处 摩擦 不 计 ， 如 图 5. 17 所 示 ， 则 物体 4 与 地 面 间 的 摩擦 力 的 大 小 为 (。”)。 

(А) 16kN (B) 15kN 

(C) 20kN (D) 5kN 

7. 图 5. 18 所 示 为 一 方 桌 的 对 称 平面 ， 水 平 拉力 Р 和 桌子 重 W 都 作用 在 对 称 平面 内 ， 
桌 腿 4、B 与 地 面 之 间 的 静 滑 动 摩擦 系数 为 人 。 若 在 对 称 平面 内 研究 桌子 所 受 的 滑动 摩擦 
力 。 以 下 四 种 情况 说 法 正确 的 是 ( )。 

(А) МР=ДУН, НЛК, = Ғата =. 

(В) ЧР-/ ІМ, 滑动 摩擦 力 Ри <. 2 < < 

(С) ЧР<ууы, ЖЕРЛІ Е, =Е, = 人 ах 

(0) ЧР>ЛРІМ, ВЕЛ К, + Е, =Л 

8. 如 图 $. 19 所 示 ， 木 梯 重 量 为 P， B 在 
ХРЕН, Жи, НЕ 
法 正确 的 是 ( 。 )。 SS М >: 

(А) 4 а < arctanf. 时 ， жне Е 2 

(В) а =агсіап/, 时 ， НЕ хм” 

со) ЯНГ а сиу И, НИ 52 六 

D) (0%<о%<9024, 29.9% 














Е Я Е, А 端 放 在 水 平地 面 上 ， 若 地 面 





图 5.17 


四 、 计 算 题 
1. 如 图 5.20 所 示 ， 重 量 为 G 的 物 块 ， 放 在 粗糙 的 水 平面 上 ， 接 М 
触 面 之 间 的 摩擦 系数 为 六 。 试 求 拉动 物 块 所 需 力 F 的 最 小 值 及 此 时 9 
的 角 о. 
2. 重量 为 P 的 物体 放 在 倾角 为 a 的 斜面 上 ， 如 图 5. 21 所 示 ， 物 
体 与 斜面 之 间 的 摩擦 角 为 pw 。 如 在 物 块 上 作用 力 5， 此 力 与 斜面 的 
夹 角 为 9。 求 拉动 物 块 时 的 力 F 的 值 ， 并 问 当 角 9 为 何 值 时 ， 此 力 最 小 。 
3. 重力 为 500N 的 物体 4 置 于 重力 为 400N 的 物体 BB 上 ，,，B 又 置 于 水 平面 C 上 ， 如 
图 5.22 所 示 。 已 知 4、B 之 间 的 摩擦 系数 /4s =0.3, В 与 水 平面 之 间 的 摩擦 系数 /sc =0. 2。 





图 5.20 
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在 4 上 作用 一 与 水 平面 夹 角 а -309497 Е, №: (1) 当 力 F 逐渐 加 大 时 ， ЖА 先 滑动 ， 
还 是 АВ 一 起 滑动 ? (2) 如 果 B8 物体 重力 为 200N， 情 况 又 如 何 ? 

4. 图 5.23 所 示 的 梯子 长 4B =1, 重 已 =100N， 靠 在 光滑 的 墙 上 并 和 水 平地 面 夹 角 о =75°。 
已 知 梯子 和 地 面 之 间 的 静 滑动 摩擦 系数 为 / =0.4， 问 重 0 =700N 的 人 能 否 疏 到 梯子 顶端 
而 不 使 梯子 滑 倒 ” 并 求 地 面 对 梯子 的 摩擦 力 。 假 定 梯子 的 重心 在 其 中 点 C。 
































а Р 
5 5.22 5.23 
Е 5. 21 图 22 入 图 


/ 


5. 和 欲 转动 一 放 在 У 形 槽 中 的 钢 棒 料 ， 如 图 5.24 所 示 话 作 用 力矩 Wi = 15N .的 力 
№. СЯМЕЖИЕ І/-400У, 1% D =25ет, ети 

6. 如 图 5. 25 所 示 ， 半 圆柱 体重 力 为 P， RS 心 0 点 的 距离 e= 26, фк 
为 圆柱 体 半径 。 БИК 为 /， 求 半圆 柱 体 被 拉动 时 所 偏 过 的 
角度 。 SS- 
7. 同一 物 块 在 如 图 5. 26 м 均 保持 物体 不 下 滑 时 力 FI 和 F, 是 
否 相同 ? 为 什么 ? ВИЙ, ЗЕЕ 

У 


45° рі 








Е 5. 26 


8. [45.27 所 示 系 统 中 ， 已 知 物体 4BCD Ж Р =50КМ, 
в 与 斜面 间 的 摩擦 系数 为 /=0.4， 和 斜面 倾角 a=30°, АВ = CD 
=10ст, Ар = ВС = 50ст, 绳索 АЕ 段 水 平 ， 试 求 能 使 系统 

м РЖ м Е 0 的 最 小 值 。 








с о 9. 如 图 5.28 所 示 ， 圆 柱 体 4 与 方块 8 均 重 W=100N， 
3 置 于 与 水 平成 30* 的 斜面 上 ， 若 所 有 接触 处 的 滑动 摩擦 角 均 
图 5.27 为 33"， 求 保持 物体 平衡 所 需要 的 最 小 力 P。 





10. [ 5. 29 所 示 的 均 质 杆 4B 和 BC Е У, Ку 

Г, А, В ЖЕНЕ, С 端 靠 在 粗糙 的 墙 上 ， 设 静摩擦 系数 为 /= 0. 33 ， 求 系统 平衡 时 6 М 
的 范围 。 

11. 图 5.30 所 示 的 托 架 ， 安 装 在 直径 d = 30cm 的 水 泥 柱 上 ， 托 架 与 柱子 之 间 的 静 滑 
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动 摩擦 系数 =0.25， 且 л =60cm， 问 作用 于 托 架 上 的 荷载 P 距 圆柱 中 心 线 为 多 远 时 才 不 
致使 托 架 下 滑 ? 托 架 自重 不 计 。 














x 
Е 5. 28 Е 5. 29 ХХ Е 5. 30 


12. 图 5.31 所 示 的 圆柱 0 重量 为 @， 半 径 为 有 Желден 
连接 的 两 板 4C、BC 之 间 ， 若 圆柱 与 板 之 间 ыы 为 人 。 试 求 
圆柱 平衡 时 力 已 的 大 小 。 设 4C =L， ACB 5% 

13. 如 图 5.32 所 示 ， 均 质 杆 48 НСІ) <75М, ЖАСИ, = 
200N， 杆 与 木 块 间 的 静 滑 动 摩擦 A 0.5， 木 块 与 水 平面 间 的 
ЕАР ТАТУ 


14. 如 图 5. 33 ТАХ, ДЕНЕ ВЛ ХА 决 连接 ， 
在 杆 AD 上 作用 一 力 偶 ВЕ М, = 4000, К, 在 图 示 瞬 时 


АВ =4C。 滑 块 和 标 AD |н 的 摩擦 系数 人 =953 汶 涩 保持 系统 平衡 时 


力 偶 矩 We 的 范围 > Ж^ 

15. ых, 砖 夹 由 曲 杆 408 ЖІ ОСІ) 在 点 0 ВЕЕТ 
[人 作 时 在 点 有 加 力 P， 点 要 在 4D 的 中 心 线 上 。 若 砖 夹 与 砖 块 之 间 的 摩擦 系数 /, =0. 5， 不 
计 各 杆 自重 ， 问 距离 。 多 大 时 才能 将 砖 块 夹 起 ?( 图 中 长 度 单位 为 em。) 











图 5.32 





16. 棉 形 夹具 如 图 5.35 所 了 示 。4 块 顶 角 为 a， 受 水 平 向 左 的 力 P ТЕЛІ, В 块 受 垂直 向 
下 的 力 @ 作用 。4 块 与 块 之 间 的 静 滑动 摩擦 系数 为 /， 如 不 计 4、B 的 重量 ,， 试 求 能 保 
持平 衡 的 力 P 的 范围 。 
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17. 如 图 5.36 所 示 ， 均 质 杆 4B 长 25， 重 量 为 P， 放 在 水 平面 和 半径 为 r 的 固定 圆柱 
上 。 设 各 处 摩擦 系数 都 是 人 ， 试 求 杆 处 于 平衡 时 ф 的 最 大 值 。 

18. 如 图 5.37 所 示 ， 鼓 轮 B 重量 为 500N， 放 在 墙角 里 。 已 知 鼓 轮 与 水 平地 板 间 的 摩 
ЗЕ). =0.25， 假 定 铝 直 墙壁 是 绝对 光滑 的 。 鼓 轮 上 的 绳索 下 端 挂 着 重 物 。 设 半径 尺 = 
200mm，r=100mm ， 求 平衡 时 重 物 4 的 最 大 重量 。 























19. 一 个 起 重用 的 夹具 由 АВС 和 ЕР а «Айша 并 由 杆 ВЕ, ВЖЕ 
都 是 铵 链 ， 尺 寸 如 图 5. 38 所 示 。 有 ыы 夹具 与 重 
物 接触 面 处 的 摩擦 系数 /. 应 为 多 大 ? A 

20， 轧 压 机 由 两 轮 构成 ， и а =500mm， 轮 间 的 间隙 为 ec=5mm， 两 轮 反 向 
转动 ， 转 动 方向 如 图 5.39 所 示 。 9% м лани =0.1， 问 能 
轧 压 的 铁 板 的 厚度 是 多 少 ?2 了- 

提示 : 要 使 机 器 正常 工作 4 A А ИВ 万 处 的 法 向 反 力 
和 摩擦 力 的 合力 必须 水 平 | Я. 
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运动 学 是 从 几何 学 的 角度 来 观察 物体 的 运动 规律 ， 也 就 是 不 探究 引起 物体 运动 状 
态 变化 的 物理 原因 (如 力 、 质 量 等 ) ， 而 单独 研究 物体 运动 的 几何 性 质 ， 即 物体 在 空 
间 的 位 置 随时 间 变 化 的 规律 ， 其 中 ， 包 括 物体 的 运动 轨迹 、 速 度 和 加 速度 等 。 

在 运动 中 所 涉及 的 物体 ， 一 般 可 以 抽象 为 两 种 力学 模型 : 动 点 和 刚体 。 这 种 抽象 
往往 取决 于 所 讨论 问题 的 性 质 ， 而 不 在 于 物体 本 身 的 大 小 和 形状 。 例 如 ， 子弹 虽 小 ， 
2-24 42.4 7 . 
离 、 速 度 和 加 速度 ， 却 可 视 为 动 点 。 另 外 ， 即 使 同一 物体 也 可 以 得 到 不 同 的 抽象 。H 
51... 22.00. 
刚体 。 

运动 是 绝对 的 ， 而 运动 的 描述 是 相对 的 。 研 究 物体 的 机 械 运动 ， 必 须 先 取 另 一 个 
物体 作为 参考 体 ， 与 参考 体 所 国 连 的 坐标 系 称 为 参考 系 。 参 考生 是 参考 体 的 抽象 ， 由 
于 坐标 轴 可 以 向 空间 无 限 延伸 ， 因 此 参考 系 不 受 参 考 体 大 水 移 彩 状 的 限制 ， 而 应 理解 
为 与 参考 体 所 固 连 的 整个 空间 。 在 不 同 的 参考 系 上 描 i 全 体 的 运动 ， 将 得 到 不 同 
的 结论 。 例 如 ， 行 驶 的 车 而 内 放置 的 物体 ， 对 车 / 静止 的 ， 而 对 地 面 来 讲 则 是 
运动 的 。 工 程 问 题 中 ， 如 不 特别 指明 ， 常 把 参 т 

在 运动 的 描述 中 要 区 别 “ 皮 时 ”和 “ якн 
аңа, ды зт а ао А ананды 2 аар Д М], Ж 
НЕ АЕ, ЕЖ я 内 发 生 的 运动 ， 当 时 间 间 隔 趋 近 于 零 时 ， 
а аннан Аы 

学 习 运动 学 的 目的 ， 咨 光线 为 学 习 动力 学 打 Ах, ниже 
мтят, з, Рон а р ЛА 0 за 99, 
аА: ие 的 内 容 ， 促 进 了 这 个 学 科 
的 发 展 。 “ХУ 

运动 学 ER 矢量 法 用 矢量 表示 物体 的 空 
间 位 置 和 运动 特性 ， 利 用 几何 关系 进行 计算 ， 尤 其 是 相对 参考 系 的 引入 和 运动 合成 概 
念 的 建立 ,使 得 矢量 法 内 容 更 加 丰富 和 深化 ， 直 接 建立 速度 合成 和 加 速度 合成 矢量 方 
Ж, 求解 有 关 的 速度 和 加 速度 ， 而 无 须 建 立 运动 方程 ， 这 种 矢量 法 又 称 合成 法 。 分 析 
法 引入 坐标 和 约束 方程 的 概念 ， 采 用 直接 对 标量 方程 求 导 的 方法 计算 速度 和 加 速度 。 
这 两 种 方法 相互 渗透 ， 各 具 特色 。 合 成 法 比较 直观 ， 易 于 对 特定 肯 时 的 运动 进行 分 析 
和 计算 ;分 析 法 可 直接 利用 计算 机 求解 ， 多 用 于 复杂 机 械 运动 全 过 程 分 析 。 


的 不 同意 义 。 瞬 时 是 指 某 个 确定 


БӘБ 
学 基础 
‚ № 
е; Кз 


通过 本 章 的 学 习 ， РРР" А 为 研究 点 的 合成 运动 和 刚体 
的 平面 运动 打下 扎实 的 基础 Нон. 三 种 方法 ， 包 括 矢 量 法 、 直 角 坐 标 法 和 
自然 坐标 法 ， У 和 运动 特征 。 


е; % 
-学习 要 求 -。 Sy > 
Зе 
ЖА 述 点 的 运动 的 三 a 速度 和 加 
速度 ， 了 解 切 向 加 如 供 和 法 向 加 速度 的 计算 及 其 物理 意义 ; 掌握 刚体 平 动 和 绕 定 轴 转 动 的 
运动 特征 ;能 部 昧 新 解 定 轴 转 动 刚体 的 角 角 加 速度 ， 以 及 刚体 上 各 点 速度 和 加 速度 
问题 ; 掌握 角 违 度 '、 角 加 速度 及 刚体 上 各 点 速度 和 加 速度 的 矢量 表示 法 。 





运动 学 主要 研究 点 和 刚体 的 运动 规律 。 点 是 指 没 有 大 小 和 质量 、 在 空间 占据 一 定位 置 
的 几何 点 。 例 如 ， 我 们 要 研究 天 空中 飞行 的 炮弹 、 太 空中 飞行 的 飞船 的 运动 ， 则 炮弹 和 飞 
船 都 可 以 视 为 运动 的 点 。 刚 体 是 没有 质量 、 不 变形 ， 但 有 一 定形 状 、 占 据 空间 一 定位 置 的 
形体 。 例 如 ， 我 们 要 研究 在 水 平 路 面 上 作 纯 滚动 的 车 轮 、 曲 柄 滑 块 机 构 的 曲柄 和 连 杆 的 运 
动 ， 则 车 轮 、 曲 柄 和 连 杆 则 可 视 为 运动 的 刚体 。 因 此 ， 运 动 学 包括 点 的 运动 学 和 刚体 运动 
学 两 部 分 。 掌 握 了 这 两 类 运动 ， 才 可 能 进一步 研究 变形 体 的 运动 。 把 点 的 简单 运动 和 刚体 
的 基本 运动 两 部 分 结合 起 来 ， 共 同 构成 整个 运动 学 的 基础 。 图 6.01(a) 和 图 6.01(b) 所 
示 的 飞机 在 天 空中 飞行 ， 轮 船 在 海洋 中 航行 均 可 视 为 点 的 运动 ; 图 6.01(c) 和 图 6.01(d) 
所 示 的 转动 的 摩天 轮 、 皮 带 轮 可 视 为 刚体 的 定 轴 转 动 ; 图 6.01(e) 和 图 6.01(f) 所 示 的 
机 床 刀 架 在 床 身 上 的 运动 和 四 连 杆 变形 履带 式 机 器 人 中 连 杆 的 运动 则 均 可 视 为 刚体 的 
平 动 。 
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(а) 飞机 在 天 空中 飞行 (b) 轮船 在 海洋 中 航行 


инея Ея 
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6.1 运动 学 的 基本 概念 





静 力 学 研究 物体 在 力 系 作 用 下 的 平衡 条 件 。 如 果 作 用 在 物体 上 的 力 系 不 满足 平衡 条 
件 ， 物 体 就 不 能 保持 平衡 而 要 改变 其 原 有 的 运动 状态 。 因 此 ， 研 究 了 物体 平衡 规律 以 
后 ,需要 进一步 研究 物体 运动 状态 变化 的 规律 。 物 体 的 运动 规律 不 仅 与 物体 的 受 力 情况 
有 关 ， 还 与 物体 的 惯性 和 原来 的 运动 状态 有 关 ， 所 以 物体 的 运动 规律 较 之 平衡 规律 复杂 
得 多 。 考 虑 这 种 复杂 性 和 一 般 学 习 上 的 循序 渐进 性 ， 一 般 把 对 物体 运动 规律 的 研究 分 成 
两 部 分 ， 即 运动 学 和 动力 学 。 运 动 学 只 从 几何 角度 来 研究 物体 的 运动 ( 如 轨迹 、 速 度 和 
加 速度 等 ) ， 而 不 研究 引起 物体 运动 的 物理 原因 (如 力 、 质 量 等 ) 。 至 于 物体 运动 与 力 、 
惯性 等 物理 因素 的 关系 将 在 动力 学 中 研究 。 因 此 ， 运 动 学 是 研究 物体 运动 的 几何 性 质 的 
学 科 。 

运动 学 发 展 的 初期 ， 从 属于 动力 学 ， 随 着 动力 学 而 发 展 。 古 代 ， 人 们 通过 对 地 面 物体 
和 天 体 运 动 的 观察 ， 逐 渐 形成 了 物体 在 空间 中 位 置 的 变化 和 时 间 的 概念 。 中 国 战国 时 期 在 
《 墨 经 》 中 已 有 关于 运动 和 时 间 先 后 的 描述 。 亚 里 士 多 德 在 《物理 学 》 中 讨论 了 落体 运动 
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和 圆 运 动 ， 已 有 了 速度 的 概念 。 伽 利 略 发 现 了 等 加 速 直线 运动 中 距离 与 时 间 的 二 次 方 成 正 
比 的 规律 ， 建 立 了 加 速度 的 概念 ， 黄 定 了 点 的 运动 学 基础 。 在 此 基础 上 ， 惠 更 斯 对 摆 的 运 
动 和 牛顿 对 天 体 运 动 的 研究 中 ， 各自 独立 地 提出 了 离心 力 的 概念 ， 从 而 发 现 了 向 心 加 速度 
与 速度 的 二 次 方 成 正比 、 同 半径 成 反比 的 规律 。 
18 世纪 后 期 ， 由 于 天 文学 、 造 船 业 和 机 械 业 的 发 展 和 需要 ， 欧 拉 用 几何 方法 系统 地 
研究 了 刚体 的 定 轴 转 动 和 刚体 的 定点 运动 问题 ， 提 出 了 后 人 用 他 的 姓氏 命名 的 欧 拉 角 的 概 
念 ， 建 立 了 欧 拉 运 动 学 方程 和 刚体 有 限 转动 位 移 定理 ， 并 由 此 得 到 刚体 瞬时 转动 轴 和 瞬时 
角速度 矢量 的 概念 ， 深 刻 地 揭示 了 这 种 复杂 运动 形式 的 基本 运动 特征 。 所 以 欧 拉 可 称 为 刚 
体 运 动 学 的 贡 基 人 。 此 后 ， 拉 格 朗 日 和 汉密尔顿 分 别 引入 了 广义 坐标 、 广 义 速度 和 广义 动 
量 ， 为 在 多 维 位 形 空间 和 相 空间 中 用 几何 方法 描述 多 自由 度 质 点 系统 的 运动 开辟 了 新 的 途 
径 ， 促 进 了 分 析 动 力学 的 发 

19 世纪 末 以 来 ， 为 了 适应 不 同 的 生产 需要 、 дал ннан яг: 
泛 使 用 ， 于 是 ， 机 构 学 应 运 而 生 。 人 ие, 根据 需要 实现 的 
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运动 设计 新 的 机 构 和 进行 机 构 的 综合 。 现 代 仪器 和 自 的 发 展 又 促进 机 构 学 的 进 一 
УТИЧУ 作为 机 构 学 的 理论 基础 ， 运 
动 学 已 逐渐 脱离 动力 学 而 成 为 经 典 力学 中 一 я. 

学 习 运动 学 的 目的 ， 一 方面 是 为 以 后 学 пы 另 一 方面 又 有 
独立 的 意义 ， ТИСА 

从 研究 对 象 来 看 сөзін адная 刚体 运动 学 。 点 的 运动 学 将 研 
ямах, 这 里 所 说 的 点 是 指 形状 、 大 小 可 ; x 在 空间 占有 确定 位 置 的 几何 

。 例如， 分 析 空 中 飞 行 的 飞 术 的 运动 轨迹 ， еее а а 
ори пение ! 中 保持 不 变 的 几何 体 。 由 于 刚体 可 视 

为 无 穷 多 个 点 一 因此 зня 单独 的 应 用 ， 又 可 作为 刚体 运动 学 的 
基础 。 Ў 

ПСА и 要 研究 一 个 物体 的 运动 规律 ， 必 须 选择 另 一 个 物体 作为 参考 。 这 
个 用 作 参 考 的 物体 称 为 参考 体 。 如 果 选 用 的 参考 体 不 同 ， 物 体 的 运动 规律 也 不 同 。 因 此 ， 
在 力学 中 ， 描 述 物体 的 运动 首先 要 指明 参考 体 。 与 参考 体 固 连 的 坐标 系 称 为 参考 坐标 系 或 
参考 系 。 一 般 工 程 问题 中 ， 都 取 与 地 球 固 连 的 坐标 系 为 参考 系 。 本 书 中 如 不 特别 说 明 ， 参 
考 系 总 是 固 连 于 地 球 。 














6.2 点 的 运动 学 


点 的 运动 学 主要 讨论 动 点 在 空间 的 位 置 随时 间 变 化 的 规律 ， 包 括 点 的 运动 方程 、 运 动 
轨迹 、 速 度 和 加 速度 等 。 

对 点 的 运动 状态 的 描述 通常 采用 三 种 方法 : 矢量 法 、 直 角 坐 标 法 和 自然 坐标 法 。 虽 然 
这 三 种 方法 的 表达 形式 都 可 以 反映 点 的 运动 状态 ， 但 它们 通常 用 于 不 同 的 场合 ， 对 此 我 们 
在 学 习 时 要 特别 加 以 领会 。 
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ЗЛ | 点 的 运动 矢量 表示 法 


1. 点 的 运动 方程 


设 动 点 М 在 空间 作曲 线 运动 ， 在 参考 坐标 系 上 任 取 某 确定 的 点 0 为 坐标 原点 ， 则 动 
点 的 位 置 可 用 原点 至 动 点 的 矢 径 > 表示 ， 如 图 6.1 所 示 。 当 动 点 村 运动 时 ， 矢 径 + 的 大 小 
和 方向 一 般 也 随时 间 而 改变 ， 并 且 是 时 间 的 单 值 连 绪 函数 ， 即 
r=r() (6-1) 
(6-1) 称 为 用 矢量 表示 的 点 的 运动 方程 。 动 点 м 在 运动 过 程 中 ， 其 失 径 7 的 末端 
在 空间 描绘 出 的 曲线 ， 称 为 动 点 М 的 运动 轨迹 ， 也 称 为 矢 径 的 矢 端 曲线 。 
2. 点 的 运动 速度 ‚© 
И 
==. 


Аг = = 


R 








а. % | 86.2 


动 点 在 Al 时 间 内 的 平均 速度 可 表示 为 





. Аг 
2" == 
М 
由 数学 的 极限 概念 ， 动 点 在 :时 刻 的 瞬时 速度 可 对 上 式 取 极 限 ， 即 
Ағ dr 


vl (6-2) 


即 动 点 的 速度 等 于 它 的 矢 径 对 时 间 的 一 阶 导 数 。 它 是 一 个 矢量 ， 其 方向 沿 动 点 的 矢 端 曲 线 
( 即 动 点 轨迹 ) 的 切线 ， 并 与 动 点 运动 的 方向 一 致 。 速 度 的 大 小 表示 动 点 运动 的 快慢 ， 而 
方向 表示 动 点 沿 曲线 运动 的 方向 。 在 国际 单位 制 中 ， 速 度 的 单位 为 m/s。 

3. 点 的 运动 加 速度 

点 的 加 速度 也 可 以 用 一 个 矢量 表示 ， 表 示 速 度 随时 间 变 化 的 快慢 程度 。 如 在 空间 任 取 
一 点 0， 把 动 点 在 不 同 瞬时 的 速度 矢量 mw、 区 、z 等 都 平行 地 移 到 点 0， 连 接 各 矢量 的 端点 
N,，NM ，NM，…， 所 得 到 的 曲线 称 为 速度 矢 端 曲线 ， 如 图 6.3(a) 所 示 。 动 点 的 加 速度 矢 
а 的 方向 与 速度 矢 端 曲线 在 相应 点 N 的 切线 相 平 行 ， 如 图 6.3(b) 所 示 。 
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设 动 点 在 1 时 刻 的 速度 为 vz, 经 过 At РИА 


后 ， 即 在 t+ At 时 刻 的 速度 为 v'。 动 点 在 At 
时 间 内 速度 的 改变 为 Av=v -v， 则 在 Al 时 
间 内 的 平均 加 速度 a* 可 表示 为 
а" = 

Ai 
同样 ， 由 数学 的 极限 概念 ， 在 1 时刻 动 点 的 


ж ”运动 轨迹 





















加 速度 可 表示 为 ©) 
ар До бо Фл, _ 
а= 7 = і, сш = 3) 


即 动 点 的 加 速度 等 于 它 的 速度 v 对 时 间 的 一 阶 导数 ， 也 等 于 矢 径 x 对 时 间 的 二 阶 导 数 。 它 
是 一 个 矢量 ， 其 方向 沿 速度 矢 端 曲 线 的 切线 方向 ， ОЕ ыы 在 国际 单 
位 制 中 ， 加 速度 的 单位 为 m/s?。 


ый < 
于 到。 点 的 运动 直角 坐标 表示 法 жы 




















45 
1. 点 的 运动 方程 А Ж 
ша М беи ЗО, О 6.4 所 示 的 直角 举 标 系 0ys， 则 动 
点 在 4 时 刻 的 位 置 м Аар ра ЦАА О 的 矢 径 > 来 表示 ， 也 可 用 它 的 三 个 直角 坐 


标 x、y、z 表示 ， 如 图 6.4 814552 和 хх 
Ў засан ӨК ынталан ва 
мі „У лі + чай (6-4) 


”个 = д, вл БАЕ ОВАН а, у. 2 的 单位 
нЕ, АМИ аи, се Е] ея ТЫ ! 的 
单 值 连续 再 数 ， 即 
27? хл (0) у= 00), = Л(0) (6-5) 
EC Ж(6-5) 称 为 点 MM 以 直角 坐标 表示 点 的 运动 方程 。 
желі). (а) 和 及 (1) ， 则 动 点 每 一 瞬时 在 空间 的 
位 置 可 以 完全 确定 。 从 形式 上 可 以 看 出 , 式 (6-5) 也 
是 动 点 轨迹 的 参数 方程 ， 动 点 的 轨迹 可 通过 消去 时 间 参 数 ， 而 直接 得 到 。 
在 工程 实际 中 ， 经 常 遇 到 点 在 某 平面 内 运动 的 情形 ， 此 时 点 的 轨迹 为 一 平面 曲线 。 取 
轨迹 所 在 的 平面 为 坐标 面 0wy， 此 时 点 的 运动 方程 可 简化 为 


























х-Л(4),у-А(1) (6-6) 
从 式 (6-6) 中 消去 时 间 +， 可 得 轨迹 方程 为 
Жа, у) =0 (6-7) 
2. 点 的 运动 速度 
点 的 运动 速度 如 可 用 直角 坐标 表示 。 将 式 (6-4) 代入 式 (6-2)， 可 得 
ое ауа) у (6-8) 
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ИВ М 的 速度 矢 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 分 别 为 w、w Мо,, В 
ЛАЛА (6-9) 
比较 式 (6 一 8) 与 式 (6 一 9)， 可 得 
2 
та 5а а 
这 就 是 动 点 速度 的 直角 坐标 表示 。 可 见 ， 动 点 的 速度 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 等 于 其 相 
应 的 直角 坐标 对 时 间 的 一 阶 导 数 。 由 式 (6 一 10) Ж и,, о, 和 vw 后， 速度 v 的 大 小 和 方 
向 很 容易 求 出 。 速 度 的 大 小 为 


(6-10) 





其 方向 可 由 速度 о 的 方向 余弦 来 确定 ‚№ 
cos( vw,i) =, соз(ә,/) -2, 25 (6-12) 


3. 点 的 运动 加 速度 
为 求 动 点 的 加 速度 ， 将 式 (6 -9) 对 时 间 „х 得 
= 于 = а, du Ж х Сол Ф: _ 
Ы а2' жаг? жаре (6-43) 
加 速度 矢量 也 可 表示 为 ХЫ 


Va= а ча +, (6-14) 
Ж, а, а, а шенде Cn у. 2 上 的 投影 。 比 较 式 (6 一 13) 





与 式 (6 一 14)， ж» 

人 > _ dv, _ х Жам 一 于 у Фо, _ dz 

| а = 一 = 一 
о е таар 7 аг а аг (6-15) 

可 见 ， 动 点 的 加 速度 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 等 于 其 相应 速度 投影 对 时 间 的 一 阶 导数 ， 

也 等 于 其 相应 的 坐标 对 时 间 的 三 阶 导数 。 加 速度 的 大 小 和 方向 余 弘 为 


a 加 -加 


cos(a,i) = cos(a,j) = cos(a,k) = 一 











(6-16) 


623 点 的 运动 自然 坐标 表示 法 
上 点 的 运动 轨迹 建立 弧 坐 标 及 自然 轴 系 ， 并 利用 它们 来 表示 点 的 各 种 运动 量 的 方法 称 
为 点 运动 的 自然 坐标 法 。 

1. 弧 坐标 

设 动 点 М 的 运动 轨迹 为 如 图 6. 5 所 示 的 曲线 ， 用 自然 法 确定 动 点 的 位 置 比较 方便 。 在 


动 点 轨迹 上 任 选 一 点 0 作为 原点 ， 并 设 点 0 的 某 一 侧 为 正 向 ， 动 点 М 在 轨迹 上 的 位 置 
动 点 到 原点 的 弧 长 ; 来 确定 ， 称 ; 为 动 点 MM 在 轨迹 上 的 弧 坐 标 ， 它 是 一 个 代数 量 。 当 动 点 
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M 运动 时 ，s 随时 间 而 变化 ， 是 时 间 的 单 值 连续 函数 ， 即 
s=/(1) (6-17) м 
2406-17) 称 为 点 沿 轨迹 的 运动 方程 ， 或 称 为 以 弧 坐 标 表 ”0o 
示 的 点 的 运动 方程 。 若 已 知 函 数 /(1) ， 可 以 确定 任 一 瞬时 点 的 
弧 坐 标 * 的 值 ， 也 就 确定 了 该 瞬时 动 点 在 轨迹 上 的 位 置 。 图 6.5 
2. 自然 轴 系 
如 图 6. 6 所 示 ， 在 点 的 运动 轨迹 上 取 两 个 极为 接近 的 点 М 和 M'， 它 们 的 切线 分 别 
为 MT 和 M'T'， 过 点 МОЕ МТ, 平行 于 M'T'， 则 МТ МТ, 确定 一 个 平面 。 令 点 М' 


无 限 趋 近 于 点 M， 则 此 平面 趋 近 于 某 一 极限 
位 置 ， 此 极限 平面 称 为 曲线 在 点 М 的 密切 


















副 法 线 









面 。 过 点 М 并 与 请 绕 垂 直 的 平面 称 为 法 平 
на 面 ， р арр 的 所 有 直线 都 和 切线 
So FE 密切 面 内 的 那 条 法 线 称 






运动 轨迹 
%” е 也 是 法 平面 和 密切 面 的 交 线 。 


и ”法 来 曾 风 过 点 W 与 主 法 线 垂直 的 法 线 称 为 副 
: 线 ， 若 以 了 表示 切线 的 单位 矢量 ， 其 方向 
SR 本 En 
5 矢量 ， 指 向 曲线 内 思 的 一 侧 。 以 5 表示 副 法 
ЛЕГІ 


5% ж, 
Ее < қа. 8-тхп 
以 点 М 为 原 战 7 基线 、 Ег 未 轴 组 成 的 正 交 坐标 系 称 为 曲线 在 点 М 
的 自然 坐标 系 3 (нд, 自然 坐标 系 会 到 总 的 位 置 的 改变 而 改变 ， T、n、b 的 方向 也 随 
动 点 位 置 变 化 币 变 化 。 


3. 点 的 运动 速度 


点 的 速度 器 是 一 个 矢量 ， 它 的 方向 沿 轨迹 的 切 
线 ， 如 图 6.7 所 示 。 显 然 ， 可 将 动 点 的 速度 矢 写成 
如 下 的 形式 





= (6-18) 
式 中 ，z 为 沿 轨迹 切线 的 单位 矢量 ， 它 始终 指向 弧 
坐标 的 正方 向 。 当 动 点 在 曲线 轨迹 上 运动 时 ， 它 的 
方向 随时 间 而 发 生变 化 。v 表示 速 度 的 大 小 ， 其 值 等 于 弧 坐 标 对 时 间 的 一 阶 导 数 ， 即 

4 

аг 

ШЖ >0, 则 速度 与 z 的 正 向 相同 ， 弧 坐标 随时 间 而 增 大 。 反 之 ， 速 度 与 z 的 正 向 


相反 。 











v= 
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4. 点 的 运动 加 速度 
将 式 (6 -18) 对 时 间 求 一 阶 导数 ， 得 
а-Ш- чо ЧЕ (6-19) 


式 中 ， 右 边 两 项 均 是 矢量 ， 分 别称 为 切 向 加 速度 a, 和 法 向 加 速度 e,。 前 者 表示 速度 大 小 
变化 对 加 速度 的 贡献 ， 后 者 表示 速度 方向 变化 对 加 速度 的 贡献 。 即 反映 速度 大 小 变化 的 加 
速度 a, 和 方向 变化 的 加 速度 a, 可 分 别 表 示 为 





dv ds 
人 = (6-20) 
«т 六 
“=, (6-21) 


(6-20) 表明 切 向 加 速度 的 大 小 等 于 速度 的 代数 值 бк 和 一 阶 导数 ， 或 弧 坐标 对 

时 间 的 二 阶 导数 ， 它 的 方向 沿 动 点 轨迹 的 切线 。 2 的 时 的 大 小 和 方向 我 们 还 
须 进 一 步 分 析 。 SN 

如 图 6.7 所 示 ， 设 动 点 在 上 时刻 的 位 置 , на 线 方向 的 单位 矢量 为 <， 经 过 At 时 间 

后 ， 动 点 到 达 M'， 此 时 切线 广 KG ， 则 在 At 时 间 内 ， 单 位 矢量 的 改变 量 为 
т-т 


设 动 点 № Шаа ы 





半径 的 倒数 ) 的 定义 可 知 1 У Қ 
МЕС 
ы X- = ге М 
А | р Зх rds 
而 由 图 6.7 可 知 ， “с ЖҰ 


Ж» 
Іде! 22115 2% 
7 2 


54 А5-01М, Ар-0, ЕУ; ІАті-Ар, ІШАт 9 тАЕН, Шеин 
i 的 极限 位 置 就 是 点 М 的 密切 面 。 所 以 时 位 于 点 М 的 密切 面 内 ， 其 方向 与 切线 了 的 方 
句 垂直 ， 即 沿 着 动 点 轨迹 在 点 М 的 主 法 线 方向 。 

ШЕШ. 当 As 为 正 时 ， 点 沿 切 向 zf 的 正方 向 运动 ，AT 指 向 轨迹 内 目的 一 侧 ; 当 As 为 
负 时 ，Azr 指 向 轨迹 外 凸 的 一 侧 。 以 上 分 析 可 得 








ЕҢ 


























Ч іу Ат т 1 АТФ _ bn 
ds л-0 А5 А-оАф As 

因而 
іт ji Ат Ti Дт As ро 
а АЕ юз А, 

这 样 法 向 加 速度 可 写 为 


а 


в. 


此 可 见 ， 法 向 加 速度 a, 的 大 小 等 于 点 的 速度 平方 除 以 曲率 半径 ， 方 向 与 主 法 线 的 


= п (6-22) 
=" 























方向 一 致 ， 指 向 轨迹 的 曲率 中 心 。 按 以 上 分 析 ， 加 速度 可 以 写 为 


4 и 
еее = ао (6-23) 
тр, а, = 革 ， 则 加 速度 的 大 小 可 写成 为 
2. 2 
а= д жа = (%) «(| (6-24) 


其 方向 由 a 与 主 法 线 方向 n 103240 ЖЕ, ШІЯ6.8 所 示 。 它 的 

正切 为 

[а. | 

4, 严 

下 面 讨论 几 种 特殊 情况 : , 9» 

(1) 动 点 作 直线 运动 ， 此 时 , 由 于 p 一 %, 因此 СХ 
Қы 





tang = (6-25) 





7 
(3) зану назкз, Е ен, жиын, 4 
> © ХІ 


| А xz 多 
а е. а 


---. 54 
5 А 550% ша 
ЕГЕТ ДИА ИН ШЕ СТАРТ ТТР ТӘТЕ ТЕБЕ 
ЖОН ПЕН А НЕ Е Е cs ， 而 不 是 全 加 速度 a。 

【 例 6-1】 半径 为 ， 的 圆 轮 沿 水 平 直线 轨道 滚动 而 不 滑动 ， 轮 心 C 则 在 与 轨道 平行 的 
直线 上 运动 。 设 轮 心 C 的 速度 为 一 常量 wx， 试 求 轮 缘 上 一 点 M 的 运动 轨迹 、 速 度 和 加 
速度 。 

解 : 为 了 求 点 М 的 轨迹 、 速 度 和 加 速度 ， 必 须 建立 点 的 运动 方程 。 以 1 点 第 一 次 
和 轨道 接触 的 瞬时 作为 时 间 的 起 点 ， 并 以 该 接触 点 作为 坐标 的 原点 ， 建 立 Озу 坐标 系 ， 
如 图 6.9 所 示 。 








动 点 在 任意 瞬时 1 的 位 置 为 M 点， 从 图 中 可 以 看 
Ш, М МАЯ 





х-Ә(і-твіпф, у=г-гсозф (а) 
由 于 轮子 滚 而 不 滑 ， 故 有 
тф = осі 
即 
е-е (ы) 
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2 әсі әсі 
х-Ә(і-твіп--, у-г-гсов-- (с) 
г г 


这 就 是 点 的 运动 方程 ， 也 是 以 时 间 1 为 参数 的 点 М 运动 轨迹 的 参数 方程 。 其 运动 的 轨迹 
为 摆 线 (或 称 旋 轮 线 ) 。 将 式 (c) 对 时 间 求 导数 ， 可 得 动 点 的 速度 在 两 个 直角 坐标 上 的 投影 


с Р et 
ЕЯ = - 06608, 2у- ) -Әсзіп-- (а) 


此 时 ， 速 度 的 大 小 和 方向 分 别 可 写 为 


| р К) 
= /w+ = (1-а) ора V2(1 -cosp) 
г г 














cos(v,i) = 160. соз(ә,/) = (е) 
v /2(1-совр) У 一 cosp) 


式 (d) 两 边 再 对 时 间 求 导数 ， 可 得 加 速度 在 两 个 坐标 轴 上 的 投影 < 


ии 1 5 с Хы 4 
а,утФ,- in = апр, а= 0, = 5 = = — совр (0) 


г 


加 速度 的 大 小 和 方向 分 别 可 写 为 《A У 
5 
8 а, бе 
соз(а, Е" Se } аи БЛ == сор (=) 


可 见 ， ТТІ 252 
2 Чяв- 2] 如 图 6 аже ЗЕНА ШЕЛІГІ 同 

; < 时 在 固定 的 圆 引 模 ЖЕ 04 的 滑 道中 运动 , 已 知 弧 BC 
的 半径 为 R， дА 轴 0 在 通过 弧 BC ПУР Е, ЗЕЕ 7 
角速度 ww 绕 0 жз), 当 运动 开始 时 ， 摇 杆 在 水 平 位 置 。 试 分 
别 用 直角 坐标 法 和 自然 坐标 法 给 出 点 的 运动 方程 ， 并 求 出 其 
速度 和 加 速度 。 

解 : (1) 直角 坐标 法 : М 点 的 直角 坐标 为 
х= К + Ксоѕ201 
ра 








М х = -2Көвіп2ал 
и, = у =2Косоѕ201 





а, = 0, = -4Ко? созда 
т = = -4Ко? sin2wl 
(2) 自然 坐标 法 : М И 逆 时 针 为 正 ， 则 М 点 的 弧 坐 标 
为 s=R: 2wl =2Rwt。 于 是 朵 点 速度 和 加 速度 分 别 为 
0-5 «208 
0”. 2 


A 2—48 2 
0. а, 40 


а 
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【 例 6-3】 动 点 4 沿 如 图 6. 11 所 示 的 圆周 作 匀 加 速 圆 周 运 动 。 
已 知 圆周 半径 为 R， 初 速度 为 零 。 若 点 的 全 加 速度 与 切线 间 的 夹 角 
Жо, 并 以 B 角 表 示 点 走 过 的 圆 弧 8 所 对 应 的 圆心 角 ， 试 证 明 : 
tana = 28, 

证 明 : 设 动 点 4 自 原点 4o 沿 圆 弧 运动 。 动 点 4 沿 圆周 作 匀 加 速 
运动 ， 设 加 速度 为 ， 则 经 过 时 间 上 后 ， 动 点 4 走 过 的 弧 长 和 速度 分 
别 可 表示 为 图 6.11 


1 
5--ға,2, ам 


2 
此 时 动 点 的 法 向 加 速度 可 表示 为 


























2 


.“% «№ 
全 加 速度 的 方向 用 全 加 速度 a ее, г. 


























шаа са - 21 - ЗАР 
这 样 原 问题 的 结论 成 立 。 NU- 
ЧЕ) ОН ОА 以 匀 角 速度 w 绕 0 点 逆 时 针 


【 例 6-4】 如 图 6.12(a) аР 
ЛЛ АДЫ ГІ 简 М 而 联系 起 来 ， 初 始 时 杆 01MM 与 点 0 
成 一 直线 。 已 知 00, = 01M =, УЖЕ М 的 运动 方程 及 它 的 速度 和 加 速度 。 

解 : (1) 首先 采用 自然 坐标 法 进行 计算 。 由 于 动 虚 膏 购 运动 轨迹 是 以 01 为 加 心 ， 
为 半径 的 加 周 线 ， 可 以 首先 著 大 应 Сұлы 初始 位 置 Mo 为 弧 坐 标 s 的 原 
点 ， Шы a ШІ сш 可 知 


而 p=wt， 代 入 上 式 从 可 得 和 

5 ИА (а) 
这 就 是 用 自然 坐标 表示 的 套 简 М 的 运动 方程 。 式 (a) 对 时 间 求 一 阶 导数 ， 可 得 套 简 MM 的 
速度 为 





о = (ы) 
其 方向 沿 圆 周 上 该 点 处 切线 方向 。 套 简 М 的 切线 和 法 向 加 速度 分 别 为 
ата, аа миў 
Ы dt л а С 
故 套 简 М 的 加 速度 大 小 为 
ай (е) 





其 方向 指向 圆心 O, 。 
(2) 采用 直角 坐标 法 进行 计算 。 
选取 固定 直角 坐标 系 Oxy， 如 图 6. 12(b) 所 示 ， 则 
х =г+гсоѕ2ф, у = гѕіп2ф 
将 p=wt 代入 ， 即 得 套 简 W 在 直角 坐标 系 中 的 运动 方程 


х-гтсов20і, у =тѕіп201 (а) 
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图 6.12 
式 (d) 对 时 间 求 一 阶 导 数 ， и В 


dx dy 
= —2rwsin2wt, и, уф 1" (е) 


套 简 М 的 速度 的 大 小 和 方向 分 别 可 表示 为 АЕ 


У 


сов( 0, е (0, Р = = сое 
о WN 
将 式 (e) 对 时 间 求 一 vg ық 两 个 坐标 轴 上 的 投影 
DS cos2wt, а, 4 Ы рғы (0 


и 


а= Мадз 
ар РЯ а 
SN соз(а, і) = 一 = – создай, соз(а, /) тн -віп2ай 


显然 ， 两 种 方法 的 结果 完全 一 я, 本 题 用 自然 坐标 法 较 简 便 ， 且 物理 概念 清晰 。 


ER 


6.3 刚体 的 平 动 





刚体 的 平 动 和 定 轴 转 动 是 两 种 最 简单 的 刚体 运动 形式 ， 由 于 刚体 的 任何 较 复杂 的 运动 
都 可 看 作 这 两 种 简单 运动 的 合成 ， 所 以 这 两 种 运动 也 称 为 刚体 的 基本 运动 。 


刚体 的 平 动 定义 


刚体 运动 时 ， 如 果 其 上 任 一 直线 始终 保持 与 原来 的 位 置 平行 ， 即 该 直线 的 方位 在 刚 
体 运动 的 过 程 中 保持 不 变 。 具 有 这 种 特征 的 刚体 运动 称 为 刚体 的 平行 移动 ， 简 称 平 动 。 
刚体 平 动 的 例子 很 多 ， 如 在 直线 轨道 上 运动 的 车 厢 ， 内 燃 机 气缸 中 活塞 的 运动 ， 摆 式 入 
砂 机 筛子 的 运动 ， 机 床 工作 台 的 运动 等 。 这 些 构件 的 运动 都 具有 上 述 的 特征 ， 因 而 都 是 
平 动 























====meaama 运动 学 基础 第 6 章 | 


瀑 趟 项” 刚体 平 动 的 运动 特征 

设 刚体 作 平 动 ， 如 图 6. 13 所 示 。 在 刚体 内 任 先 
两 点 4 和 B, 令 点 4 的 矢 径 为 r,， 点 8 Е ть. 
由 图 可 久 
ТА ГВ +ВА 
于 刚体 作 平 动 ， 在 运动 过 程 中 矢量 大 的 大 小 
和 方向 都 不 改变 ， 所 以 天 为 一 常 矢量 。 可 见 ， 只 要 
把 B 点 的 轨迹 沿 天 方向 平移 一 段 距离 4， 就 能 得 到 
4 点 的 运动 轨迹 。 所 以 ， 刚 体 作 平 动 时 ， 刚 体内 任 
意 两 点 的 轨迹 完全 相同 。 

上 式 两 边 同 时 对 时 间 求 一 阶 和 二 阶 导数 ， 因 为 Кіші жігі 
В ЕВЛИ ЖА, у 


Чт. _ ағ, Фл аб, 
а ЕГ 10 +84) = dt? wn Ы вд) а 
即 


ақ ал =ав 
式 中 ，w 和 vs 分 别 表示 点 4 和 点 ҚМ а, Жіа, 7; 示 点 4 和 点 В 的 加 速度 。 这 


说 明 刚 体 作 平 动 时 ， ШТІ 1. 相 于 点 4 和 点 В 是 任意 选取 
的 ， 因 此 可 以 得 出 这 样 的 结论 : 刚体 作 平 动 时 м 的 轨迹 形状 相同 ， 在 同一 瞬 
时 ， 各 点 的 速度 相同 * маани. 因此 ， 突 刚 体 平 动 时 ， 只 要 知道 刚体 内 任意 一 
点 的 运动 ， 就 能 知道 М = 者 说 ， 刚 体 的 平面 运动 可 归结 于 6. 2 节 
介绍 的 点 的 运动 学 问题 。 

(916-51/5% 木 用 两 条 长 为 的 钢 索 平行 吊 起， 如 图 6. 14 所 示 。 当 荡 木 摆动 时 ， 钢 


索 的 摆动 规律 为 = pocos 4» ә 为 最 大 摆 角 。 试 求 当 ! = 2s 时 ， 荡 木 中 点 M 的 速度 和 加 


















































т. 荡 木 在 运动 的 过 程 中 ， 其 上 的 任 一 条 直线 始 
终 和 最 初 的 位 置 平 行 ， 故 荡 木 作 平 动 。 为 求 中 点 М 的 
速度 和 加 速度 ， 只 需求 出 荡 木 上 另 一 点 4 (或 点 В) 
的 速度 和 加 速度 即 可 。 已 知 点 4 的 运动 轨迹 为 以 0 为 
圆心 ， 以 ! 为 半径 的 圆 弧 。 如 以 最 低 点 0 为 弧 坐 标的 
原点 ， 规 定 弧 坐 标 向 右 为 正 ， 则 点 4 的 运动 方程 为 


5 = Ф -іІфосов Е 


将 上 式 对 时 间 求 一 阶 导数 ， 可 得 4 点 的 速度 
从 二 Еш ЕНЕ: $ 
4 


dt 4 
4 点 的 切 向 加 速度 和 法 向 加 速度 可 分 别 写 为 
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а 2 в. № а = га т а п, 
стои 16 деа р 16 4 
当 t=2s 时 ， 速 度 和 加 速度 分 别 为 
л 
а) 
21 2,2 2 21 
а; = Те? 4и -0, а, езт 4и б лита Б) 





6.4 刚体 绕 定 轴 的 转动 


若 刚体 运动 时 ， 刚 体内 或 其 扩展 部 分 有 一 条 直线 保持 ба 运动 称 为 绕 定 轴 的 转 
动 ， 简 称 为 刚体 的 转动 。 该 固定 不 动 的 直线 称 为 转轴 。 i 工程 实际 中 ， 绕 定 轴 
转动 的 例子 很 多 ， 如 日 常生 活 中 门窗 、 水 龙头 的 旋 动 中 齿轮 、 飞 轮 、 机 床 主 
轴 、 电 机 转子 的 运动 等 ， 都 是 刚体 绕 定 区 


641 定 灿 转动 刚体 的 转动 方程 、 加 速度 


设 有 一 刚体 7 在 约束 4 和 8 的 作用 让 绕 定 币 : 作 转动 ，= 轴 的 正 向 如 图 6.15 所 示 。 通 

нето, 此 外 ， 再 选 一 与 刚体 固 结 

т, з П ЕВ. втв 
о У 各 点 相对 于 动 нем 因此 ， 
知道 平面 也 就 知道 刚体 上 各 点 的 位 置 ， 


Жі А 而 平面 P 在 任 一 А 
ЖЕНГЕ МЕН 0 的 夹 角 来 确定 ， 这 一 夹 角 称 

















回 УДЫ 为 转动 刚体 的 位 置 角 或 转角 ,用 ЖЖ, НФ 
2 是 一 个 代数 量 ， 其 正 负 号 这 样 来 确定 : 自 > 轴 的 正 
回 向 往 负 向 看 去 ， 从 固定 平面 О 按 逆 时 针 方 向 转动 到 
【 定 轴 转 动 】 动 平 面 P， 这 样 得 到 的 转角 p 规定 为 正 值 ， 反 之 


转角 gp 取 负 值 。 如 图 6.15 中 转角 取 正 值 。 转 角 一 
般 用 ғай (弧度 ) 表示 。 当 刚体 转动 时 ， 转 角 p 随 
时 间 而 变化 ， 是 时 间 ; 的 单 值 连续 函数 ， 可 表示 为 
9= 帮 0) (6-26) 
这 一 方程 称 为 刚体 定 轴 转 动 的 运动 方程 。 转 角 p 实际 上 是 确定 转动 刚体 位 置 的 坐标 ， 
这 种 只 用 一 个 参 变量 就 可 以 确定 其 在 空间 位 置 的 刚体 ， 称 它 具 有 一 个 自由 度 。 自 由 度 是 确 
定 物体 的 位 置 所 需要 的 独立 坐标 的 数目 。 
设 由 瞬时 /到 瞬时 ，+ At， 转角 由 9 增 大 到 p + Ap， 转 角 的 增 量 Ap 称 为 角 位 移 。 比 值 
Аерде Ar 时 间 内 的 平均 角速度 ， 当 Ai--0 时 2 的 极限 称 为 刚体 在 肯 时 ， 的 角速度 ， 以 


о 表示 ， 即 


图 6.15 




















п 22-1 Е 
= Шы 4 (6-21) 
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即 角速度 等 于 转角 对 时 间 的 一 阶 导数 。 和 转角 一 样 ， 角 速度 也 是 一 个 代数 量 。 大 小 表示 刚 
体 转动 的 快慢 程度 ， 正 负 号 代表 刚体 的 转向 ， 当 w 为 正 时 ， 转 角 ”的 代数 值 随 时 间 而 增 
大 ,从 := 轴 的 正 向 往 负 向 看 ， 刚 体 作 逆 时 针 方向 转动 ; 反之 ,转角 ф 的 代数 值 随时 间 而 减 
小 ， 刚 体 作 顺 时 针 方 向 转动 。 角 速度 的 单位 一 般 用 rad/s (弧度 / 秒 ) 表示 。 
角速度 一 般 也 随时 间 而 变化 。 设 由 瞬时 1 到 瞬时 :+ At， 角 速度 由 w 增 大 到 w+ До, 


角速度 的 增 量 为 Ao。 比 值 闻 称 为 在 At 时 间 内 的 平均 角 加 速度 ， 当 Ао 时 9 的 极限 称 
为 刚体 在 瞬时 ,的 角 加 速度 ， 以 。 表示， 即 


татан ы 
即 刚体 转动 的 瞬时 角 加 速度 等 于 角速度 对 时 间 的 一 阶 导数 或 转角 对 时 间 的 二 阶 导 数 ， 单 位 
是 mad/sz (弧度 /种 ?) 。 角 加 速度 也 是 一 个 代数 量 ， 其 大 小 алда 度 随时 间 变 化 的 快慢 
程度 ， 当 = 为 正 时 ， 角 速度 w 的 代数 值 随时 间 增 大 ， 反 之 见 Же 和 w 符 号 相同 ， 
则 ао 的 绝对 值 随时 间 而 增 大 ， 刚 体 作 加 速 转动 ; 反之 ， ШЫ гіш 
下 面 讨论 两 种 特殊 情况 у 























(1) 刚体 作 匀 速 转动 。 
如 果 刚 体 的 角速度 不 变 ， Мал 称 为 匀速 转动 。 仿 照 点 的 匀速 运动 公 


式 ， 可 得 刚体 匀速 转动 公式 
ея 十 OU (6-29) 


ЖҮР, ә 为 初始 即 :=0 时 转角 

许多 机 器 的 转动 部 件 或 零 祁 。 在 正常 工作 条 件 5 „ЯНЕ 速 转动 。 转 动 的 快慢 常用 每 
分 钟 的 转 数 п 来 表示 ， 单位 淹 min ( 转 / 分 ) ， 称 为 转速 。 转 速 n 和 角速度 之 间 的 关系 
可 写 为 , ЖЕ 4 

Е 2. ж 
“у “о (6-30) 

(2) ША саны, 

如 果 刚 体 的 角 加 速度 不 变 ， 227 量 , 这 种 转动 称 为 匀 变 速 转动 。 仿 照 点 的 匀 变 速 
运动 公式 ， 可 得 刚体 匀 变 速 转动 公 


w=wo +1 
1 
ФЕ Фо + += (6-31) 


«2 -wi =22(ф- Ф) 
以 上 分 析 可 知 ， 匀 变速 转动 刚体 的 角速度 、 转 角 和 时 间 的 关系 与 匀 变 速 运动 点 的 速 
度 、 位 移 和 时 间 的 关系 完全 相似 。 
【 例 6-6】 电动 机 由 静止 开始 匀 加 速 转动 ,在 上 =20s 时 其 转速 mn=360rxmin， 求 在 此 
205 内 转 过 的 圈 数 。 
解 : 电动 机 初始 静止 ， 即 




















wo =0 
在 :=20s 时 其 转动 的 角速度 为 


w= 55:12 nrad/s 
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由 w=wo +et， 可 得 电动 机 转动 的 角 加 速度 为 


@— 








== 9 =0. 6 лгаа/з? 
在 20s 内 转 过 的 角度 为 
ф= фу +01 Тай = х0.6л х20° =120r 
故 在 此 205 内 转 过 的 圈 数 
N= 贡 =60( 轿 ) 


< 是 亚 出 ” 定 轴 转动 刚体 内 各 点 的 速度 和 加 速度 


由 以 上 分 析 可 知 ， 转 角 、 ЕН. 体 整 体 运动 的 特征 量 。 
当 转 动 刚体 整体 运动 确定 后 ， 刚体 内 各 点 的 运动 也 就 相应 确 :刚体 转动 的 角速度 和 
角 加 速度 确定 后 ， 可 以 确定 刚体 内 各 点 的 速度 和 加 速度 AS 

当 刚 体 作 定 轴 转 动 时 ， 刚 体内 各 点 都 在 垂直 于 转 ааг. 圆心 就 是 
该 平面 与 转动 轴 的 交点 0。 在 图 6. 16 Шу 的 平面 P РЕЛЕ М 来 考察 。 设 
М 到 转动 轴 的 距离 为 -， 则 其 轨迹 是 以 交点 жә, r 为 半径 的 一 个 圆 ， 如 图 6.16 所 
示 。 取 固定 平面 与 该 圆 的 交点 SS 。 由 图 6. 16 ТИ, М 点 弧 坐 标 * 与 转角 
9 的 关系 为 це 











s=rp 














Хх 
29, ф 是 时 间 1 的 函数 ， Ж о осынын 
度 和 加 速度 。 


程 。 可 用 自然 坐标 法 求 点 


У 





#6. 16 
在 任 一 瞬时 ， 点 М 的 速度 的 大 小 为 
UT a (6-32) 
即 转 动 刚体 内 任 一 点 的 速度 的 大 小 等 于 刚体 的 角速度 与 该 点 到 轴线 的 垂直 距离 的 乘积 ， 它 
的 方向 沿 圆周 的 切线 而 指向 和 角速度 w 的 转向 一 
在 任 一 瞬时 ， 点 М 的 切 向 加 速度 а, 的 大 小 为 


_ 4 _ „4 _ 
“аста 

















=те (6-33) 


а 


жән 运动 学 基础 第 6 章 | 





即 转动 刚体 内 任 一 点 的 切 向 加 速度 的 大 小 等 于 刚体 的 角 加 速度 与 该 点 到 轴线 的 垂直 距离 的 
乘积 ， 它 的 方向 沿 圆周 的 切线 ， 指 向 和 角 加 速度 = 的 转向 一 致 。 


点 叶 的 法 向 加 速度 a, 的 大 小 为 
22 
Е г 


ж? 
а, = 


(6-34) 


即 转动 刚体 内 任 一 点 的 法 向 加 速度 的 大 小 等 于 刚体 的 角速度 的 平方 与 该 点 到 轴线 的 垂直 距 


离 的 乘积 ， 它 的 方向 总 是 沿 着 MO 指向 0， 即 指向 转动 轴 。 
点 由 的 全 加 速度 а 的 大 小 和 方向 分 别 为 




















а= \/а +a! =r Ve +w (6-35) 
апа = || = | 三 (6-36) 
а, а ” 

这 里 a 表示 全 加 速度 a 与 半径 МО (Ша,) 之 间 的 夹 角 r 由 56 -32) 和 式 (6 -35) 
可 知 : 在 每 一 瞬时 ， ed нала 点 到 转动 轴 的 距离 成 
正比 。 又 由 式 (6 一 36) 可 知 ， 在 每 一 瞬时 ， 刚 体内 答 开 的 他 加 速度 与 其 半径 方向 的 夹 角 
都 相同 。 根 据 上 述 分 析 ， 可 用 图 表示 在 该 截面 通 


























Е 过 轴 心 的 直径 上 各 点 的 速度 和 
加 速度 的 分 布 规律 ， оса ~ 4 或 直线 ， 此 直线 通过 轴 心 ， 如 图 6. 17 
所 示 。 7 








图 6.17 


【 例 6-7】 半径 R=0.2m 的 圆 轮 绕 固定 轴 0 转动 ， 其 运动 方程 为 p=4!- 己 。 此 轮 的 
轮 缘 上 绕 一 不 可 伸 长 的 绳子 ， 并 在 绳 端 挂 一 重 物 4， 如 图 6. 18 所 示 。 试 求 1=1s 时 ， 轮 缘 
上 任 一 点 M 及 重 物 4 的 速度 和 加 速度 。 

т. 由 圆 轮 的 运动 方程 ， 可 以 求 出 在 := 13 时 圆 轮 转动 的 角 
速度 和 角 加 速度 ， 它 们 分 别 为 

ө-ЧЕ к -(4-21)1,-| =2rad/s, г = = -2гаа/«2 


此 时 ， 角 速度 和 角 加 速度 异 号 ， 说 明 圆 轮 在 该 瞬时 作 匀 减速 
转动 。 由 于 绳子 不 可 伸 长 ， 可 知 轮 缘 任 一 点 М 和 重 物 4 的 速度 相 
同 ， 即 

















vy = 04 = Ко =0. 4т/з 
它们 的 方向 如 图 6. 18 所 示 。 重 物 4 的 加 速度 和 点 М 的 切 向 加 速 
度 的 大 小 相等 ， 即 








ал =а, = К1е1 =0. 4/3? 


6.18 
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方向 如 图 6.18 所 示 。 点 M 的 切 向 加 速度 的 大 小 为 
а, = Ко? =0. 8m/s? 
点 内 的 全 加 速度 的 大 小 和 方向 为 


= „а? +а? =0. 894m/s?, 


这 里 角 а 表示 全 加 速度 a 和 半径 ( 即 a,) 之 间 的 夹 角 ， 如 图 6. 18 所 示 。 

【 例 6-8】 圆柱 齿轮 传动 是 机 械 工程 中 常用 的 轮 系 传动 方式 之 一 ， 可 用 来 提高 或 降 
低 转速 和 改变 转动 方向 。 图 6. 19(a) 和 图 6. 19(b) 分 别 表示 一 对 外 哮 合 的 圆柱 齿轮 和 内 
嘴 合 的 圆柱 齿轮 。 两 齿轮 外 路 合 时 ， 它 们 的 转向 相反 ， 而 内 吐 合 时 转向 相同 。 设 主动 轮 4 
和 从 动 轮 В 的 节 圆 半径 分 别 为 r, 和 7r,， 齿 数 分 别 为 z, 和 z,。 主 动 轮 4 的 角速度 为 mw ， 角 
加 速度 为 es ， 试 求 从 动 轮 В 的 角速度 о, 和 角 加 速度 a,。 у 





21 -arclan0.5 =26°34' 
ағ 



































17 图 6.19 


5 
解 : 在 齿轮 传动 中 ， АНИ НЧ Р унаа 滚动 ， 两 节 圆 的 切 点 
М, Я, А Е не Ін), РАО, МА 
ж а и 
“ К, ai =а% 
ІІ и, = 01, 9 тіҙд;; ай =гєу, аъ =ге. НИР 
түй = na 


从 而 可 求 得 从 动 轮 的 角速度 о, 和 从 动 轮 的 角 加 速度 a, ， 它 们 分 别 表示 为 
2 = па, е шті 
Т г 


一 对 相互 路 合 的 齿轮 ， 它 们 的 齿 数 和 节 圆 的 半径 成 正比 ， 所 以 上 面 的 解答 也 可 以 写 为 
ms = А 765 = 15 = 


2 2 2 


联合 上 面 两 式 ， 可 得 


05, ЕТИ ТІ). 221 
通常 在 机 械 工程 中 ， 把 主动 轮 与 从 动 轮 的 角速度 之 比 称 为 传动 比 ， 并 用 一 个 带 角 标的 
符号 ii, 表示 ， 于 是 有 








i = 二 = 二 = 二 = 二 (6-37) 
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式 (6 一 37) 中 定义 的 传动 比 只 是 主动 轮 和 从 动 轮 角 速度 大 小 的 比值 ， 而 没有 考虑 两 齿轮 
的 转动 方向 ， 因 此 ， 这 个 关系 不 仅 适用 于 圆柱 齿轮 传动 ， 也 适用 于 锥 齿轮 传动 和 没有 相对 滑 
动 的 摩擦 轮 传 动 。 对 于 带 传动 ， 若 皮带 不 可 伸 长 ， 且 皮带 与 带 轮 之 间 不 打滑 ， 则 式 (6 -37) 
也 仍然 适 

有 时 为 了 区 分 轮 系 中 各 轮转 向 ， 对 各 轮 规定 统一 的 转动 正 向 ， 这 时 各 轮 的 角速度 可 取 
代数 值 ， 从 而 传动 比 也 可 取代 数值 























式 中 ， 正 号 表示 主动 轮 与 从 动 轮转 向 相同 (内 吵 合 ) ， 如 图 6. 19(b) 所 示 ; 而 负 号 表示 主 
动 轮 和 从 动 轮转 向 相反 (外 路 合 ) ， 如 图 6. 19(a) 所 示 。 


角速度 及 角 加 速度 的 矢量 表示 ， нету 和 加 速度 
在 前 面 的 讲述 中 ， ІЗ es 然而 在 





研究 较为 复杂 的 问题 时 ， 把 角速度 和 角 加 速度 用 矢 去 方便。 
角速度 矢量 这 样 表示 : 设 转轴 为 а „р 1z 共 线 ， 其 长 度 表示 角速度 的 大 
小 ,箭头 的 指向 表示 刚体 转动 的 方向 ， нах, 右手 的 四 指 代表 转动 的 方 
ЕТТЕГІ 去 ”显然 ， 角 速度 矢 w 的 起 点 可 在 转轴 上 
任 一 点 画 出 ， 即 矢量 w 是 一 滑动 矢量 
УМ 





#5. 20 


假设 大 为 沿 z 轴 正 向 的 单位 矢量 ， 如 图 6. 20 所 示 ， 于 是 刚体 绕 定 轴 转 动 的 角速度 矢 可 
写成 
о = оК (6-38) 
当 角 速度 的 代数 值 为 正 时 ，w 的 指向 与 z 轴 正 向 一 致 ， 为 负 时 则 相反 。 
同样 ， 绕 定 轴 转 动 的 角 加 速度 也 可 以 用 一 个 沿 轴线 的 滑 移 矢量 表示 。 将 式 (6-38) 对 
时 间 求 一 阶 导 数 ， 并 注意 到 单位 矢量 大 是 常 矢量 ， 则 角速度 矢 可 写成 








= 90 = 0р ЕК (6-39) 





式 中 ，s 是 角 加 速度 的 代数 值 ， 当 角 加 速度 的 指向 与 z 轴 的 正 向 相同 时 ，s 的 值 为 正 ; 反 
之 则 为 负 。 
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根据 上 述 角速度 和 角 加 速度 的 矢量 表示 法 ， 刚 体内 任 一 点 的 速度 和 加 速度 可 用 矢 积 
表示 。 

在 转轴 上 任 取 一 点 0 作 矢 量 w， 并 过 点 0 作 刚 体内 М 点 的 矢 径 r>， 用 0 表示 角速度 
К о 和 矢 径 > 之 间 的 夹 角 。 刚 体内 任 一 点 М 的 运动 轨迹 是 以 0, УИ, В 为 半径 的 圆 。 
如 图 6. 21 所 示 。 




















只 点 的 速度 大 小 为 ях 
方向 垂直 于 角速度 矢 o 和 矢 径 НІМЕН (НОРЫ 6.2 ДОМО, ЗП), ВЫ о 的 转 
向 一 致 。 根 据 矢 积 的 定义 ，ws КАТ rusing у ДОГА M 的 速度 大 小 相等 ， 其 方 
向 也 与 点 М 的 速度 方向 相同 ,所 以 有 Қа 

226 Тед о=0 ры (6-40) 
ШІ ЖАНЫ ӘНІНДЕ ПЖ РНИИ ЛЕ РН ЕЕН ІН. (6-40) 两 
ЖИН НЫН С, ЭНН (6-3) УЫ Сб = 40), п 


Ч ао d(woxr) («ао а 
а=- = =—— Xr+wx 
dt dt dt 4 


1 
2006-41) 第 一 项 的 大 小 为 


= 














ЕГФ ХИ (6-41) 


Ікхгі = srsing = ER 
这 个 结果 恰好 等 于 点 М 的 切 向 加 速度 的 大 小 。 而 矢 积 = xr 的 方向 垂直 于 = 和 7 所 构 
成 的 平面 ， 指 向 也 恰 和 点 的 切 向 加 速度 的 方向 一 致 ， 因 而 式 (6-41) 中 第 一 项 = xr 等 
于 点 М 的 切 向 加 速度 e-， 即 





а. =ЕХГ (6-42) 





式 (6 一 41) 中 第 二 项 的 大 小 为 
Іш хи! = оо = Ко? 
即 矢 积 w xz 的 大 小 与 点 М 的 法 向 加 速度 的 大 小 相同 ， 其 方向 也 恰好 和 点 М 的 法 向 加 速度 
的 方向 一 致 。 因 此 式 (6 一 41) 中 第 二 项 w хо ЕР М 的 法 向 加 速度 e,， 即 
а, =юхо (6-43) 
因而 可 以 得 到 结论 : 转动 刚体 内 任 一 点 的 切 向 加 速度 等 于 刚体 的 角 加 速度 矢 与 该 点 矢 
径 的 矢 积 ， 法 向 加 速度 等 于 刚体 的 角速度 矢 与 该 点 速度 矢 的 矢 积 。 
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【 例 6-9】 如 图 6.22 所 示 ， 圆 盘 以 恒定 的 角速度 w =50rad/s 绕 垂直 于 盘面 的 中 心 轴 
转动 ， 该 轴 在 yz 面 内 ,倾斜 角 0 = arctan 3, 动 点 М 的 矢 径 在 图 示 的 瞬时 为 =0.1Si+ 








0.1167 -0. 1k。 试 用 矢量 法 求 动 点 М 的 速度 和 加 速度 。 





图 6.22 «Ф 
пение і 


ө-50х ве 


动 点 М 的 速度 为 
RS 
20у =юхг=, | 0 >30 40 


~ 


21015 016 -0 











-йч4- —4. 5 
5 ; 


由于 国航 角速度 为 хф 所 以 动 点 MM pts ГІ 


动 点 On | > 








і 7 к 
ау =юхәу=| 0 30 40 |--3754-376/ +282 
-9.4 6 -4.5 


1. 研究 点 的 运动 的 基本 方法 及 特点 

(1) 矢量 法 。 在 矢量 法 中 可 用 一 个 式 子 同时 表示 运动 参数 的 大 小 和 方向 ， 因 此 表达 简 
明 直 接 ， 常 用 于 理论 推导 。 

(2) 直角 坐标 法 。 直 角 坐 标 法 是 一 般 常 用 的 计算 方法 ， 在 点 的 运动 轨迹 未 知 的 情况 
下 ， 可 以 写 出 其 运动 方程 ， 并 求 得 其 速度 和 加 速度 。 因 此 ， 当 点 的 运动 轨迹 未 知 时 ， 常 选 
用 此 方法 。 

(3) 自然 坐标 法 。 自 然 坐 标 法 的 特点 是 结合 轨迹 来 确定 点 沿 轨迹 运动 的 规律 ， 当 点 沿 
曲线 运动 时 ， 用 这 种 方法 较 简便 ， 当 轨迹 已 知 时 ， 常 用 此 方法 。 

矢量 法 ， 直 角 坐 标 法 和 自然 坐标 法 表示 运动 方程 ， 速 度 和 加 速度 见 表 6 一 1。 


127 


\ 理论 力学 seemsee===== 


表 6-1 矢量 法 、 直 角 坐 标 法 和 自然 坐标 法 表示 的 运动 方程 、 速 度 和 加 速度 


























运动 方程 ж м 加 速 度 说 м 
dr dy бе 适用 于 理论 分 析 和 公式 
矢量 法 ғ-т(1) va Ci 推导 
dx dd 
х-х(1) ЕЈ ЗЫ 
а Же 24 ж, жу | 适用 于 一 般 情况 ,无 论 
直角 坐标 法 人 а а а | 轨迹 知道 与 否 
о ош, ds 
dt gd 
Ee 
自然 坐标 法 s=s(1) v= 中 36 отвели 
~ 
2. 刚体 的 平 动 A 
(1) 刚体 平 动 的 定义 。 刚 体 运动 时 ， 如 二 直线 始终 保持 与 原来 的 位 置 平行 ， 


халама ео 52222. 
移动 ， 简 称 平 动 。 УХ 

(2) 刚体 平 动 的 运动 特征 。 лға 其 上 各 点 的 形状 相同 并 彼此 平行 ; 在 每 一 瞬 
时 ， 刚 体 上 各 点 的 速度 相等 ， ҚЫ 8% 林 的 平 动 可 以 简化 为 一 个 点 
的 运动 来 研究 。 ҳа 

ЕТТІ” Хх 

(1) тахан. таз, 3% 上 上 (或 其 延展 部 分 ) 有 一 条 直线 始终 


保持 不 动 We 
(2) 刚 人 这 巧 转 动 的 运动 特征 。 刚 体 定 轨 转 动 时 ， 其 上 各 点 均 在 王 直 于 转轴 的 平面 内 


МЕНЕ. 
(3) 刚体 的 转动 规律 。 转 动 方程 p=/(1) АйЖа-%, Др о-о, 


(4) 转动 刚体 上 各 点 的 速度 和 加 速度 。 吉 度 v=rw， 切 向 加 速度 a аш ге, 法 向 加 


ЖЖ а -* =rw?。 全 加 速度 大 小 和 方向 为 





а 
а= Ма жай = М (те)? + (по)? =г МЕ? +оо, tang == 
а 


《思考 题 》 


6-і Чад, Чеда зуд 
dt dr” dt 


6-2 ”作曲 线 运动 的 两 个 动 点 ， 初 速度 相同 、 运 动 轨迹 相同 、 运 动 中 两 点 的 法 向 加 速 
度 也 相同 。 判 断 下 述说 法 是 否 正确 : 
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(1) 任 一 瞬时 两 动 点 的 切 向 加 速度 必 相 同 ; 

(2) 任 一 瞬时 两 动 点 的 速度 必 相 同 ; 

(3) 两 动 点 的 运动 方程 必 相 同 。 

6-3 动 点 在 平面 内 运动 ,已 知 其 运动 轨迹 y=/(x) 及 其 速度 在 x 轴 方 向 的 分 量 。 判 
断 下 述说 法 是 否 正确 : 

(1) 动 点 的 速度 可 完全 确定 ; 

(2) 动 点 的 加 速度 在 x 轴 方 向 的 分 量 a 可 完全 确定 ; 

(3) 当 速 度 在 * 轴 方 向 的 分 量 о, 7 0 时 ,一定 能 确定 动 点 的 速度 v,.、 切 向 加 速度 а,, 
法 向 加 速度 a, 及 全 加 速度 a。 

6-4 下 述 各 种 情况 ， 动 点 的 全 加 速度 a、 切 向 加 速度 a, 和 法 向 加 速度 a, 三 个 矢量 之 间 








有 何 关系 ? 
(1) 点 沿 曲 线 作 匀速 运动 ‚© 
(2) 点 沿 曲线 运动 ， 在 该 时 时 其 速度 为 夫 ; KK 
(з) 点 灌 直 线 作 变 速 运动 和 
(4) 点 沿 曲线 作 变速 运动。 


6-5 点 作曲 线 运动 时 ， р қ” 


(1) 若 切 向 加 速度 为 正 ， 则 点 作 加 
(2) 若 切 向 加 速度 与 速度 的 符号 ; д, мын 
(3) 若 切 向 加 速度 为 夫 ， 则 速 


6-6 “刚体 作 平移 时 З”. 迹 一 定 是 直线 ， ревним, ванна 
Заттар We 

6-7 各 点 都 作 圆 肩 笑 动 的 刚体 一 定 是 定 нш? 

6-8 М Ре нон оса а 5? 

(1) 刚体 运动 时 》 其 上 有 不 在 一 条 4 三 点 始终 作 直线 运动 ; 

(2) 刚体 运动 计 ， 其 上 所 有 点 到 某 固守 平 面 的 距离 始终 保持 不 变 ; 

(3) 刚体 运动 时 ， 其 上 有 两 条 相交 直线 始终 与 各 自 初 始 位 置 保持 平行 ; 

(4) 刚体 运动 时 ， 其 上 有 不 在 一 条 直线 上 的 三 点 的 速度 大 小 方向 始终 相同 。 

6-9 刚体 作 定 轴 转 动 ， 其 上 某 点 4 到 转轴 距离 为 R。 为 求 出 刚体 上 任意 点 在 某 一 上 
时 的 速度 和 加 速度 的 大 小 ， 下 述 哪 组 条 件 是 充分 的 ? 

(1) 已 知 点 4 的 速度 及 该 点 的 全 加 速度 方向 ; 

(2) 已 知 点 4 的 切 向 加 速度 及 法 向 加 速度 ; 

(3) 已 知 点 4 的 切 向 加 速度 及 该 点 的 全 加 速度 方向 ; 

(4) 已 知 点 4 的 法 向 加 速度 及 该 点 的 速度 ; 

(5) 已 知 点 4 的 法 向 加 速度 及 该 点 全 加 速度 的 方向 。 


Сэ 题 》 


一 、 是 非 题 (正确 的 在 括号 内 打 “VM”， 错 误 的 打 “ x”) 
1. 动 点 速度 的 大 小 等 于 其 弧 坐 标 对 时 间 的 一 阶 导 数 ， 方 向 一 定 沿 轨 迹 的 切线 。 ( ) 
2. 动 点 加 速度 的 大 小 等 于 其 速度 大 小 对 时 间 的 一 阶 导数 ， 方 向 沿 轨 迹 的 切线 。 ( ) 
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3. 在 实际 问题 中 ， 只 存在 加 速度 为 零 而 速度 不 为 零 的 情况 ,不 存在 加 速度 不 为 零 而 











速度 为 零 的 情况 。 Сә 
4. 两 个 刚体 作 平 动 ， 革 有 瞬时 它们 具有 相同 的 加 速度 ， 则 它们 的 运动 轨迹 和 速度 也 一 
定 相同 。 5.77 
5 定 轴 转动 刚体 的 角 加 速度 为 正 值 时 ， 刚 体 一 定 越 转 越 快 Е. 
6。 两 个 半径 不 等 的 摩擦 轮 外 接触 传动 ， 如 果 不 出 现 打滑 现象 ， 丙 接触 点 此 瞬时 的 束 
度 相等 ， 切 向 加 速度 也 相等 。 сә 
二 、 填 空 题 
1 描述 点 的 运动 的 三 种 基本 方法 是 А 和 
2 点 作 加 周 运动 ， 加 速度 由 切 向 加 速度 和 法 疝 加 速度 组 成 ， 其 中 切 向 加 速度 反映 了 
的 变化 率 , 方向 是 ; 法 向 加 速度 反映 了 的 变化 率 , 方向 
是 。 
таған, шіні, жүлде «См - 
4 刚体 运动 的 两 和 基本 形式 为 。 Ра 
5. 刚体 平 动 的 运动 特征 是 
6. 定 轴 转动 刚体 上 点 nis Ne ; 刚体 上 点 的 加 
速度 可 以 用 矢 积 表示 ， 它 的 表达 式 为 
т. НЕМ, ПЕНН ， 且 各 点 轨迹 
均 为 иы 





8 пен занк нй СТТ ях 
9. 半径 均 为 尺 的 圆 直 于 盘面 的 б, 其 边缘 上 一 点 M 的 加 速度 如 
Ме лз, ПН ТОНА (о) 图 ， 


= ы” (b) 图 : w=_ 个 2 e= 


M 


(a) (b) 
图 6.23 
三 、 选 择 题 
1. 一 点 作曲 线 运 动 ， 开 始 时 速度 wm =12m/s， 某 瞬时 切 向 加 速度 a, =4п/з?, ІІ 1-28 
时 该 点 的 速度 大 小 为 〈 уь 
(А) 4m/s (В) 20m/s (С) 8т/8 (0) 无 法 确定 
2. 图 6. 24 所 示 的 四 图 中 ，( ) 图 表示 的 情况 可 能 发 生 。 
3. 某 瞬 时 ， 刚 体 上 任意 两 点 4、B 的 速度 分 别 为 w 、vs， 则 下 述 结论 正确 的 是 (  )。 
(А) Ма, =, 时 ， 刚 体 必 作 平 动 
(В) 当 刚 体 平 动 时 ， 必 有 1wl = 101, 但 vw 与 zw 的 方向 可 能 不 同 
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图 6.24 


(с) 当 刚体 平 动 时 ， 必 有 vw =, 


(0) 当 刚体 平 动 时 ，z 与 ә, 的 方向 必然 相同 ， 但 可 能 有 lm1 夫 1zpl 

4. 图 6. 25 所 示 三 种 情况 ， 圆 盘 绕 0 轴 转 动 ， 其 边缘 上 一 点 M 的 加 速度 为 a, 但 方向 
不 同 。 下 列 四 组 答案 中 (0 0) 正确 。 У 

(А) el =0, о, =0 А? 








л 
„А В 6.25 x 

5. 如 图 6. 26 ежу, 0,0, = % Ю.С =0,D =1m， 在 图 示 位 置 时 01C、 
0,0 ВИН СРҚ?» ЛИОНЕ е. а 7s ， 则 荡 木 中 点 М 的 加 速度 为 ( ) 。 

(А) ау йі (В) ам =2щ/ 5? 

(С) ау- ш/а (0) ay = m/s 

6. 图 6. 27 所 示 为 某 刚体 作 定 轴 转 动 的 俯视 图 ， 但 不 知道 转动 中 心 ， 已 知 在 某 瞬 时 有 
vy =0.2m/s，aw =0.3Y2m/s* ,a =45°。 求 转动 中 心 到 M 的 距离 x 及 此 瞬时 刚体 转动 的 
角速度 w 和 和 角 加 速度 。， 下 列 四 组 结果 中 ( ) 是 正确 的 。 

(А) x=15/2cm, w=3/2rad/s, е =9/4rad/s’ 

(В) x=40/3cm, w=3/2rad/s, = =5/4rad/s’ 

(С) x=40/3cm, w=3/2rad/s, ғ =9/4гад/з? 

(0) х-25/2ст, w=5/2rad/s, е -5/4тай/в? 


图 6.27 
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7. 图 6. 28 所 示 的 平面 机 构 中 ，014 = 0,B =[, 0,0, =АВ, № АВС 刚性 平板 上 点 М 
的 运动 轨迹 为 〈 

(А) ЦО, 为 圆心 ，01M 为 半径 的 圆 

(В) 一 条 平行 于 48 的 直线 

(С) 以 04 为 圆心 ，04M 为 半径 的 圆 (O4M = 证 ) 

(0) 以 0; 为 圆心 ，0;M 为 半径 的 圆 (0,М 平行 014) 








图 6.28 
8. 动 点 作 匀 加 速 曲线 运动 , 则 (0) 是 正确 MA- 
(А) а, =0, а, =0 10, а, =0 
(С) а. =0, a, #0 хи: а. 720, а, 70 
9. 满足 下 述 ( ) маты 是 平 动 。 
А 





(А) 刚体 运动 时 ， 其 上 某 直 месе 
(в) 刚体 运动 时 ， 其 上 有 不 E 直 线 运动 
(C) 刚体 运动 时 ， НИЗ i 终 保持 不 变 


:始终 与 ev 
的 轨迹 可 能 是 6 )。 


(р) 刚体 运动 时 ， 
10. НИЗА А: 任 一 点 





(А) Ұй ви % (в) 空间 任意 曲线 
(с) 空间 赔 总 出线 (р) 任 一 直线 


11. 如 图 6 29 所 示 的 运动 刚体 中 ,只 有 С) 中 的 刚体 4BC 作 平 动 。 





ы (O14/ Н=0,В) (OU=O2 有 ) (O14=0,8) (01400,8) 
(а) (» (©) (9 
#6. 29 
12. 刚体 绕 定 轴 转 动 时 ， 下 述 ( ) 说 法 正确 。 
(А) 当 转角 p>0 时 ， 此 时 角速度 w 必 为 正 
(В) 当 角 速度 w >0 时 ， 此 时 角 加 速度 = 必 为 正 
(С) 当 角 加 速度 = > 0 时 为 加 速 转动 ， 反 之 s <0 时 为 减速 转动 
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(0) 当 角 加 速度 = 与 角速度 w 同 号 时 为 加 速 转动 ， 反 之 为 减速 转动 
13. 刚体 绕 定 轴 转 动 ，r 为 点 的 矢 径 ，w 为 角速度 矢 ，s 为 角 加 速度 和 撩 。 下 面 用 矢量 法 
表示 点 的 速度 和 加 速度 的 公式 中 ， 正 确 的 一 组 是 (  ) 


(А) о=охг, а, =ЕХГ, а,-өхә (В) ә-ғхо, а, =ЕХГ, а,-өохо 





(С) v=rxw, а, =ГХЕ, а,-әхо (D) v=rxw, а, ЕГХЕ, а,-охо 
14. 绳子 的 一 端 绕 在 定 滑轮 上 ， 另 一 端 与 物 块 B 相连 ， 如 图 6.30 所 示 ， 若 物 块 В 的 运 
动 方程 为 x=k2， 其 中 上 为 常数 ， 轮 子 半径 为 R， 则 轮 缘 上 点 А 的 加 速度 大 小 为 (。”)。 


(А) 2k (В) VE 
|. 2 24 
(с) кунее (р) 2+4? Р/В 


15. 滑轮 上 绕 一 细 绳 ， 强 与 轮 间 无 相对 滑动 ， 绳 端 系 一 Е рът 31 所 示 。4 物 
块 与 滑轮 边缘 上 点 B 的 速度 和 加 速度 间 关 系 为 (。  ) 
(А) w=vp, a4 =ав (В) о, сый жа, 


(С) ә,-9),4|-ау ы. ад =ap 





图 6.31 


四 、 计算 是 
1. г М 的 运动 方程 为 x* = 1( соѕ + т АР), у = [(соѕ/ -sinkt)， 式 中 长 度 1 ЖА К 
都 是 常数 ， 试 求 点 W 的 速度 和 加 速度 的 大 小 。 
2. АМ х = Rsinwt 的 规律 沿 半径 为 R 的 圆周 运动 ， 设 4 为 弧 坐标 原点 ， 甚 正 向 如 
图 6. 32 所 示 。 试 求 下 列 各 瞬时 点 M 的 位 置 、 速 度 和 加 速度 。 
к 


(1) 1=0; (2) 1-2; (3) (= 元 
20 


Зо’ 

3. 在 半径 为 R 的 铁 圈 上 套 一 小 环 ， 另 一 直 杆 4B ЖАЛЖМ, ЗА ЕЙ 4 轴 逆 时 
针 转 动 p =wt (ә 为 常数 ) ， 铁 圈 固 定 不 动 ， 如 图 6.33 所 示 。 试 分 别 用 直角 坐标 法 和 自然 
坐标 法 写 出 小 环 М 的 运动 方程 ， 并 求 其 速度 和 加 速度 。 
4. 椭圆 规 尺 BC 长 为 2:， 曲 柄 04 长 为 1, А 为 BC 的 中 点 ，M 为 BC 上 一 点 是 МА-Ь, 
如 图 6.34 77. ВНЖ ОА 以 等 角速度 w 绕 0 轴 转 动 ， 当 运动 开始 时 ， 曲 柄 ОЛ 在 铅 垂 位 
置 。 求 点 М 的 运动 方程 和 轨迹 。 
5. 如 图 6.35 所 示 ，4B 长 为 1， 以 等 角速度 w 绕 点 B 转动 ， 其 转动 方程 gq = w。 而 与 杆 
连接 的 滑 块 B 按 规律 =a +bsinwt 沿 水 平 作 谐 振动 ， 其 中 a 和 6。 均 为 常数 , ЖА 点 的 轨迹 。 
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шем >И, У 


,Х м 
6. 曲柄 滑 块 机 构 如 ж, 曲柄 ОА Ў, Ав 长 为 /， 滑 道 与 曲柄 轴 的 高 
度 相差 4。 已 知 遇 柄 的 运动 规律 为 p= or, з Ауы 试 求 滑 块 в 的 运动 方程 。 

7. 如 图 6:37 ВР, ЯНА С НИНЕ А 的 绳索 牵引 而 沿 销 直 导轨 上 升 ， 滑 块 中 心 
ЗУ УЖЗЕНАРАО =4。 设 将 强 索 的 自 南 器 以 匀速 度 "拉动 ， 试 求 重 物 C 的 速度 和 加 速 














度 分 别 与 距离 0C =x 间 的 关系 式 。 不 计 滑轮 尺寸。 
b 
| 
АХЖ 
更 
їх 
Е 6.36 В 6. 37 


8. 机 构 如 图 6.38 所 示 ， 曲 杆 СВ 以 匀 角 速度 w 绕 С 轴 转 动 ， 其 转动 方程 为 p = и, Й 
过 滑 块 带动 授 杆 ОЛ 绕 轴 0 转动 。 已 知 0C =h，CB =r， 求 摇 杆 的 转动 方程 。 
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9. 摇 筛 机构 如 图 6. 39 所 示 , 已 知 0,4 = 0,В = 40ст, 0,0, = АВ, ОА ф= 
Тан; тай 规律 摆动 。 求 当 : =0s 和 1=2s 时 ， 簿 面 中 点 М 的 速度 和 加 速度 。 














и 
Ж 
图 6.38 бы 
10. 如 图 6.40 所 示 的 摇 杆 机 构 ， пения нк ОС =а, В ОВ =1。 


НЕ АВ 以 等 速 向 上 运动 ， 试 建立 所 村 上 点 СЗО, ЭВА е = НИНЕ, 
11. 如 图 6.41 所 示 ， 偏 心 凸轮 半径 为 Бс ЕО 轴 转 动 ， 转 角 gp = of (о 为 常数 ) ， 偏 
心 距 0C =e， 凸 轮 带 动 项 丁 АВ ES 运动 。 试 求 项 杆 的 运动 方程 和 速度 。 
у р < 











Р 6. 40 图 6.41 





12. 图 6. 42 所 示 为 曲柄 滑 杆 机 构 ， 滑 杆 上 有 一 圆 弧 形 滑 道 ， 其 半径 尺 =0.1m， 圆 心 
О ХЕЧ ВС Е. МИЯ ОА =0. 1m， 以 等 角速度 w=4rad/s 绕 0 轴 转 动 。 求 导 杆 BC 的 运动 
规律 及 当 曲 柄 与 水 平 线 间 的 夹 角 p = 45°], Е BC 的 运动 速度 和 加 速度 。 

13. 如 图 6.43 所 示 ， 滑 块 以 等 速 w 沿 水 平 向 右 移 动 ， 通 过 滑 块 销 钉 В 带动 授 杆 ОА 
绕 0 轴 转 动 。 开 始 时 ， 销 钉 在 B, 处 , Н. ОВ, =4。 ЖЕ ОА 的 转动 方程 及 其 角速度 随时 
间 的 变化 规律 。 
14. 汽轮机 叶片 轮 由 静止 开始 作 等 加 速 转动 。 轮 上 点 М 离 轴 心 为 0.4m， 在 某 瞬 时 其 


全 加 速度 的 大 小 为 40m/s* ， 方 向 与 点 М 和 轴 心 连 线 成 a=30° 角 ， 如 图 6.44 所 示 。 试 求 叶 
轮 的 转动 方程 ， 以 及 当 +=6s 时 点 М 的 速度 和 法 向 加 速度 。 
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В 6. 42 


15. 如 图 6. 45 所 示 ， 圆 盘 绕 定 轴 0 转动 ， 某 瞬时 点 сартты 小 为 0.8m/s，04 = 


R=0. 1m， 同 时 另 一 点 В 的 全 加 速度 为 ap 与 ОВ Ж 
的 角速度 及 角 加 速度 。 


ang =0.6。 求 此 时 圆 盘 





Атам 6. 45 


16. 边 长 ж ЖҚА; 作 定 轴 转 动 ， 转 轴 垂 直 于 板 面 。 点 4 的 速度 
和 加 速度 大 小 分 别 为 w = 100mm/s，o =100Y2mm/s?*， 方 向 如 图 6. 46 所 示 。 试 确定 转轴 
0 的 位 置 ， 并 求 该 刚体 转动 的 角速度 和 角 加 速度 。 

17. 如 图 6. 47 所 示 的 半径 为 r 的 定 滑轮 作 定 轴 转 动 ， 通 过 绳子 带动 杆 4B 绕 点 4 转 
动 。 某 瞬时 角速度 和 角 加 速度 分 别 为 w 和， 求 该 瞬时 杆 48B 上 点 С 的 速度 和 加 速度 。 
САС = Ср = РВ = г. 
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18. 如 图 6. 48 所 示 的 卷扬机 ， 鼓 轮 半 径 >=0.2m， 绕 过 点 0 的 水 平 轴 转 动 。 已 知 鼓 轮 的 
转动 方程 为 p = 二 Garad， 其 中 1 的 单位 为 s， 求 4=4s 时 轮 缘 上 一点 М 的 速度 和 加 速度 。 


19. 如 图 6. 49 所 示 ， 人 齿轮 4 以 转速 n=30r/min ДЕ, 75) 9 — В, МЕРИ В 
的 鼓 轮 D 随同 转动 并 带动 物体 C 上 升 。 半 径 7, =0.3m, г, -0.5ш, ғу =0.2m， 求 物体 C 
上 升 的 速度 。 











图 6.48 р. NS 图 6.49 


и 
20. 图 6.50 ro ніш I 和 从 动 轴 开 的 轮 盘 分 别 用 4 和 B 表示 ， 





它们 的 半径 分 别 为 "=50mm 和 RsISOmin， 两 轮 接 触 点 示 方 向 v 移 动 。 已 知 主动 轴 Т 
的 转速 为 n =600r/min， ЕТУДЕ И ове $ а = (100-51) пп ( 式 中 / 
以 s 为 单位 ) 而 变化 。 求 “> ST 

т) Шин а золату, 

(2) 当 d = 人 в взнос ноде. 

21. 在 如 图 6. 51 РУО, ЕТ, 2, 3 和 4 的 齿 数 分 别 为 3 =6, 2; =24、 
有 =8、z4 =32;/ 涯 轮 5 的 半径 为 5cm。 如 齿 条 B 移动 1em， 求 指针 A 所 转 过 的 角度 p。 











图 6.51 
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1371 


22. 车 床 的 传动 装置 如 图 6. 52 所 示 。 已 知 各 齿轮 的 齿 数 分 别 为 3 =40、z -84, 2, =28、 
2, =80。 带 动 刀具 的 丝 杠 的 螺 距 为 h, =12mm。 求 车 刀 切 削 工 作 的 螺 距 万 。 

23. 在 如 图 6. 53 所 示 的 机 构 中 ,齿轮 工 紧 固 在 杆 4C Е, АВ-0,0,, ЖЕТІ 和 半径 为 
疡 的 齿轮 开 唉 合 ， 齿 轮 开 可 绕 0, 轴 转动 且 和 曲柄 0,B 没有 联系 。 设 0,4 = 0,В =1，p = 


psinw!， 试 确定 = 元 s 时 ,齿轮 的 角速度 和 角 加 速度 。 











图 6.53 


их > Е ХХ 
Ж жа? 
4 4 х. 5 ; 
сз” Ж^ 
入 > 
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ПЕГЕ жел 
“үу ғ 
点 的 合成 运 


6,/ 9 Р У 


< 
人， 人 全、 
动 、 相 对 运动 和 窑 连 运动 的 概念 ; 了 解 袋 名 合 成 运动 中 三 种 运动 的 关系 ， 并 掌握 点 的 速度 
合成 定理 和 加 速度 合成 定理 ; 能 分 拆 后 从 网 体 相对 于 不 同 参 考 系 运动 的 差别 和 联系 ， 计 算 
同一 物体 相对 于 不 同 参 考 系 的 违 度 аланех ях 

- 2 А 


Х 
е Э Ж. 
=, 5- е 
жа е 2%» 
Е 
а Кан Сао аа нА. 
成 图 ， 并 应 用 运动 合成 图 计算 未 知 的 过度 和 加 速度 。 


区 






第 6 章 我 们 研究 了 点 和 刚体 的 运动 ， 一 般 都 是 以 地 面 为 参考 体 的 。 然 而 ， 在 实际 问 
题 中 ， 还 常常 要 在 相对 于 地 面 有 运动 关系 的 参考 体 上 观察 和 研究 物体 的 运动 。 例 如 ， 从 
行驶 的 汽车 上 研究 在 天 空中 飞行 的 飞机 的 运动 ， 坐 在 行驶 的 火车 内 观看 重 直 落下 的 雨点 
的 运动 等 。 事实 证明， 在 不 同 的 参考 系 (АЖЖ) 上 观察 物体 ( 动 点 ) 的 运动 规律 不 
同 。 这 是 因为 事物 都 是 相互 联系 的 。 本 章 将 研究 动 点 相对 于 不 同 参 考 体 运动 之 间 的 关 
系 。 图 7. 01 所 示 的 牛头 刨床 机 构 各 构件 之 间 的 运动 ， 飞 机 螺旋 桨 上 一 点 的 运动 ， 天 车 
起 吊 物 体 的 运动 ， 凸 轮机 构 中 凸轮 和 项 杆 的 运动 ， 曲 栖 摇 杆 机 构 中 曲柄 与 播 杆 之 间 的 运 
动 ， 以 及 滑 块 导 杆 机 构 中 滑 块 与 导 杆 的 运动 均 要 应 用 到 点 的 合成 运动 的 知识 。 对 于 工程 
中 的 其 他 类 似 问 题 ， 我 们 要 学 会 思考 ， 分 析 解 决 工程 中 各 种 机 构 各 构件 之 间 的 运动 








(b) 飞机 螺旋 桨 上 点 的 运动 分 析 






ТІН 
ү, 仿 形 机 床 中 


Шатыр Қу) 


(е (9 清 块 导 杆 机 构 


图 7.01 


7.1 点 的 合成 运动 的 基本 概念 





分 析 点 在 不 同 的 参考 坐标 系 中 运动 规律 的 联系 与 差别 是 本 章 中 合成 运动 的 主要 目的 和 


任务 ， 


这 可 以 从 了 解 在 两 种 不 同 参考 坐标 系 中 的 运动 概念 开始 。 


绝对 运动 、 相对 运动 和 牵连 运动 


以 沿 直线 轨道 滚动 的 车 轮 为 例 ， 如 图 7. 1 所 示 ， 其 轮 缘 上 点 М 的 运动 ， 对 于 地 面 上 的 
观察 者 来 说 ， 点 的 轨迹 是 旋 轮 线 ,但 是 对 于 车 上 的 观察 者 来 说 ， 车 轮 轮 缘 上 点 的 轨迹 是 一 


个 圆 。 
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通常 ， 把 要 研究 的 点 М 称 为 动 点 ; 把 固 连 在 
地 球 上 的 坐标 系 称 为 定 参考 系 ， 简 称 定 系 ， 以 Oxyz 
表示 ; 把 固 连 在 其 他 相对 于 地 球 运动 的 参考 体 上 的 
坐标 系 称 为 动 参考 系 ， 简 称 动 系 ， 以 0'x'y'z' 表 示 。 
一 个 动 点 在 定 系 和 动 系 中 有 着 不 同 的 运动 ， 把 动 
点 相对 于 定 系 的 运动 定义 为 绝对 运动 ; 动 点 相对 于 动 
系 的 运动 定义 为 相对 运动 ; 而 把 动 系 相对 于 定 系 的 运 
动 定义 为 牵连 运动 。 仍 以 滚动 的 车 轮 为 例 ， 取 轮 缘 上 
的 一 点 М 为 动 点 ， 固 连 于 车 厢 的 坐标 系 为 动 参考 系 ， 
则 车 厢 相 对 于 地 面 的 平 动 是 牵连 运动 ; 在 车 厢 上 看 到 
点 作 圆 周 运动 ， 这 是 相对 运动 ; 在 地 面 上 看 到 点 沿 旋 轮 线 运 动 ， 这 是 绝对 运动 。 
例如 ， 图 7.2 所 示 的 卷扬机 小 车 起 吊 一 重 物 4， 重 物 通 过 郑 而 产生 向 上 的 运动 ; 
另外 ， 卷 扬 机 小 车 又 在 天 东 - ; 重 物 由 初始 的 4 点 到 
达 4' 点 。 则 重 物 相对 Ы, $ 体 的 运动 是 绝对 运动 ， 其 


位 移 为 4 тни 卷扬机 小 车 的 运动 是 相对 
其 位 移 为 4， те 机 小 车 相对 于 地 面 的 运动 是 牵连 


























































动 ， 其 位 物 为 XA 。 又 如 ， 一 位 旅客 在 运动 的 。 语 #tw 国 
车 厢 肉 伍 定 ， 地 面 上 的 人 看 到 该 乘客 的 运动 Е 
Қым сетио 看 到 该 乘客 的 
动 是 相对 运动 ， Є ЕТЕДА ис 


i 地 
入- 区 и 
р Ят 于 牵连 运动 的 存在 ， 使 物体 的 绝 
对 运动 和 相对 计时 显然 ， т ~ 物体 的 相对 运动 将 等 同 于 它 的 绝 
对 运动 ， 而 如 宋 没 有 有 相对 运动 ,物体 固 连 在 动 系 上 将 随 动 系 一 起 运动 ， 物 体 的 牵连 运动 将 
等 同 于 它 的 绝对 运动 。 由 此 可 见 ， 物 体 的 绝对 运动 可 以 看 成 相对 运动 和 牵连 运动 合成 的 
结果 。 


[OE 三 种 速度 及 加 速度 的 概念 





有 了 合成 运动 中 几 种 运动 的 定义 ， 自 然 就 引出 了 几 种 运动 的 轨迹 、 速 度 和 加 速度 的 概 
念 。 动 点 在 绝对 运动 中 的 轨迹 、 速 度 、 加 速度 就 是 绝对 轨迹 、 绝 对 速度 (用 wv, 表示 ) 、 绝 
对 加 速度 (用 a, 表示 ); 动 点 在 相对 运动 中 的 轨迹 、 速 度 、 加 速度 就 是 相对 轨迹 、 相 对 速 

随 
连 
Ж 









































度 (用 表示 ) 、 相 对 加 速度 (用 a, 表示 ) 。 
由 于 牵连 运动 是 一 种 刚体 的 运动 ， 刚 体 上 各 个 点 的 速度 、 加 速度 不 完全 相同 ， 不 能 
便 用 刚体 上 任意 一 点 的 速度 、 加 速度 作为 牵连 速度 和 牵连 加 速度 。 动 点 的 牵连 速度 和 牵 
加 速度 是 指 某 瞬时 动 系 上 与 动 点 相 重合 的 那个 点 〈 称 为 牵连 点 ) 相对 于 定 系 的 速度 和 力 
Ж, 分别 用 vw. 和 wa。 表示 。 
对 于 牵连 点 的 问题 需要 强调 的 是 ， 牵 连 点 是 动 系 中 的 点 ， 也 相当 于 动 参考 体 (或 
(МЖ) 上 的 点 ， 动 参考 体 作 什么 形式 的 刚体 运动 ,牵连 点 也 就 随 着 作 相应 的 点 运动 。 同 
于 动 点 位 置 是 在 不 断 变动 的 ， 所 以 牵连 点 的 位 置 也 会 时 刻 跟着 变动 。 
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点 ， 动 系 放 在 杆 4B 上 ， 则 点 М 的 绝对 运动 为 水 了 


мм’) 


如 图 7.3 所 示 的 机 构 中 ， 杆 MC 通过 套 在 杆 4B 
上 的 滑 块 而 在 水 平方 向 作 平 动 。 把 滑 块 W 作为 动 


区 





方向 直线 运动 ， 相 对 运动 为 x' 方 向 直线 运动 ， 要 分 
析 牵 连 运 动 ， 可 以 把 滑 块 和 杆 MC 去 掉 ， 只 看 杆 
4B8， 可 以 假想 原来 放 滑 块 М 的 位 置 W' 即 为 牵连 点 ， 


ІЗ 由 于 杆 48 绕 点 4 转动 ,牵连 点 M' 的 运动 也 是 绕 点 


4 转动 ， 容 易 确定 牵连 速度 大 小 w = МА - о, ІНЕН АВ, 


合成 运动 的 解析 关系 





由 于 动 点 的 绝对 运动 和 相对 运动 可 以 用 定 坐 标 系 和 动 坐标 系 描述 ， 根 据 两 个 坐标 之 间 


的 变换 关系 ， И 的 解析 关系 。 
以 平面 问题 为 例 ， 定 系 用 Оху 表示 ， 动 系 用 0'x'y 
ж, 如 图 7.4 所 示 。 如 果 动 点 M 的 绝对 运动 方 





x(t) ，y =y(t); 相对 运动 方程 x' -х(1), у =у 
系 相对 于 定 系 的 运动 可 以 用 如 下 三 个 方程 完 е 


хо = х0 (1), уо =Ууо (1), 


由 图 7.5 可 以 得 到 动 系 к хуа - 
%=X0 +х 942 ч) мба 87.4 


У =Ууо, ‘sing + у’созф 





неа "адн воў в езгне, 在 相对 运动 方程 中 消去 
оча 
1 


时 间 4 mas 周 运 动 轨迹 。 


【 例 7-1】 用 车 刀 切 削 工 件 的 直径 端面 ， 车 刀 刀 尖 W 


沿 水 平 轴 x 作 往复 运动 ， 如 图 7.5 所 示 。 设 Оху 为 定 坐标 系 


转动 。 求 车 刀 在 圆 端 面 上 切 出 的 痕迹 。 





上 ， 则 动 点 М 在 动 坐标 0'x'y' 和 定 坐 标 Оху 中 的 坐标 关系 为 
X =xcoswt, у’ = - xsinwt 

将 点 导 的 绝对 运动 方程 代入 上 式 中 ， 可 得 
х’ =bsinwtcoswt = 0а, у! = фай 

上 式 就 是 车 刀 相 对 于 工件 的 运动 方程 ， 从 中 消去 时 间 +， 得 刀 人 尖 的 相对 轨迹 方程 


2 2 
(х’)? (уы = 分 





即 切 出 的 痕迹 为 一 个 圆 。 
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刀 尖 的 运动 方程 为 x = bsinwt， 工 件 以 等 角速度 w 逆 时 针 方 向 


解 : 根据 题 意 ， 可 设 刀 尖 М 为 动 点 ， 动 坐标 固定 在 工件 
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7.2 点 的 速度 合成 定理 


下 面 研究 点 的 相对 速度 、 牵 连 速度 和 绝对 速度 三 者 之 间 的 关系 。 仍 然 以 平面 问题 为 例 
进行 分 析 。 

在 图 7.6 中 ， 相 对 运动 轨迹 为 晶 线 加 人 
率 连 运动 轨迹 为 曲线 MM, ， 绝 对 运动 轨迹 为 曲 
线 MM'。 三 种 运动 可 分 别 表示 为 

牵连 运动 : Ег + А КЕ, ММ, 

相对 运动 : 在 гы + АЕ ЗЕ", М, М’ 

绝对 运动 : 在 tx4+At 过程 中 ，M 一 >*M' 

ЕН МЛ? = ММ, + М, М’, БОН 

мм’ мм, мм’ 
АШ ШЕ 9 ея 

这 样 可 得 到 三 种 运动 速度 有 如 下 的 Ті 

2, +0, (Те9) 
Ж(7-2) 为 点 的 gp Ne 
与 牵连 速度 的 矢量 之 和 。 ? с 六 

速度 合成 定理 是 一 余 矢 量 等 式 ， жек атакаға 即 动 点 的 绝 
对 速度 可 以 由 牵连 速度 与 ЕА 边 形 的 对 角 线 来 确定 。 这 个 平行 四 边 
形 称 为 速度 平行 文 样 的 矢量 等 学 中 力 的 平衡 方程 一 样 ， я 
et м 等 式 ] 疫 影 的 方向 不 一 定 是 垂直 的 * 轴 或 y 轴 ， 

以 是 任意 两 个 认 向 。 对 于 每 一 个 失 量 都 有 大 小 方向 两 个 因素 ， 速 度 合 A 
中 一 共有 六 个 因素 ， 所 以 只 要 知道 了 其 中 四 个 因素 ， 就 可 以 用 两 个 标量 等 式 求 出 其 余 
两 个 。 

下 面 用 几 个 实例 说 明 速 度 合成 定理 的 应 用 。 

【 例 7-2】 图 7.7 所 示 是 半径 为 有 的 半圆 形 凸 轮 ， 以 等 速度 wm 沿 水 平 轨道 向 左 运动 。 
它 推动 杆 4B 沿 铅 垂 导轨 上 下 滑动 。 在 图 示 位 置 时 ，p = 60*， 求 该 瞬时 项 杆 АВ 的 速度 。 

Ж. 选择 顶 杆 АВ 上 的 点 4 为 动 点 ， 凸 轮 为 动 系 ， 由 

2,-9,%0, 

画 出 动 点 4 的 速度 合成 图 ， 如 图 7.7 所 示 。 其 中 心 为 
ЖАНЕ, НИНЕ Е, ә, 为 率 连 速度 ， 方 向 水 平 向 左 ， 
Пі о, 为 相对 速度 ， 其 方向 为 半圆 形 凸轮 在 点 4 处 的 切线 。 
由 于 凸轮 作 平 动 ，w. =w%， 由 图 可 知 


[82518] 
УЗ ; ку. 
2, =, соф = 0усоіф = 3% Н 


上 式 即 为 项 杆 АВ 的 速度 ， 方 向 铅 直 向 上 。 










































































【凸轮 项 村 机构】 
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【 例 7-3】 图 7.8 所 示 为 刨床 的 摆动 导 杆 机 构 。 已 知 曲柄 ОМ 
长 为 20cm， 以 转速 n=30r/min 作 逆 时 针 转 动 。 曲 柄 转动 轴 与 导 杆 
转轴 之 间 的 距离 ОА =30cm， 当 曲柄 与 ОА 垂直 且 在 右 侧 时 ， 求 导 
杆 48 的 角速度 wy。 

解 : 选择 滑 块 MM 为 动 点 ， 导 杆 4B НЫ, Ни, =v, +0, ІШІҢ 
动 点 М 的 速度 合成 图 ， 如 图 7. 8 所 示 。 其 中 о, 为 绝对 速度 ,方向 
Яна); ә, 为 牵连 速度 ， 方 向 垂直 于 导 杆 48， 而 ә, 为 相对 速 
度 ， 其 方向 沿 АВ 导 杆 内 导 槽 的 方向 。 由 图 可 知 

о. =v,sing = ОМ wsing 
导 杆 48 的 转动 角速度 о, 





















































ЕЕ ы ОМ. wsing _ өзіп?0 А 
48 AM ОМ/зт0 ^^ 入 
_ (2930 , 100 ыы» = = 11,8 еі 67rad/s 


【 例 7-4】 如 图 7.9 所 示 的 机 构 中 ， и. 以 匀 角 速度 wo = 2rad/s 逆 时 针 
方向 转动 ， 杆 BC 通过 套 简 B 套 于 杆 04 上 ， ee BC 上 下 运动 。 已 知 0C = 
0. 5m， 试 求 图 示 位 置 9=30° 时 杆 ВС в 

Ш. 选 套 简 B 为 动 点 ， 杆 04 为 | =v. +0, Ш 


М 出 动 点 B 的 速度 合成 医 м 次 7 9 所 示 。 其 
Баа. ЕТТІК м* > 
РЕН] ТЕЛІ ТЕН зй 


беле (е А” 方向 沿 杆 ОА 的 方向 。 А 
т, 


А ОВ» 

ашшы. <- Я овд тез» Ы 

жәме a ТЕЛЕН, 
ЖАД ЕЛ ЗИЯ МРК: 
(1) 选取 动 点 、 动 参考 系 和 定 参考 系 。 所 选 的 参考 系 应 能 将 动 点 的 运动 分 解 成 相对 运 

动 和 牵连 运动 。 因 此 动 点 和 动 参考 系 不 能 选 在 同一 个 物体 上 ; 一 般 应 使 相对 轨迹 已 知 。 

(2) 分 析 三 种 运动 与 三 种 速度 。 
(3) 应 用 速度 合成 定理 ， 画 出 速度 矢量 图 。 
(4) 由 速度 平行 四 边 形 或 三 角形 的 几何 关系 求 出 未 知 数 。 



































7.3 ”牵连 运动 为 平 动 时 点 的 加 速度 合成 定理 




















在 点 的 合成 运动 中 ， 加 速度 之 间 的 关系 比较 复杂 ， 因 此 ， 先 分 析 当 牵连 运动 为 平 动 时 
点 的 加 速度 合成 定理 。 

如 图 7. 10 所 示 ， 设 动 坐标 系 Оу 相对 于 定 坐标 系 Oxyz 作 平 动 ， 同 时 动 点 М 又 沿 
着 动 参考 系 中 的 曲线 作 相对 运动 。 

如 动 点 MM 相对 于 动 参考 系 的 相对 坐标 为 x'、y'、z'， 而 六 、 产 、k' 为 动 坐标 轴 的 单位 矢 
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量 ， 则 点 М 的 相对 速度 和 相对 加 速度 为 














ЕА (7-3) 
Е КЕЙ > Е 
ааг а) 2. (7-4) 
将 式 (7-2) 两 端 同时 对 时 间 求 一 次 导数 ， 得 

Чо, до. до, 7 
ааа ( ) 1а 
2007-5) 左 端 为 动 点 相对 于 定 参考 系 的 绝对 加 速度 ， 即 

4, = (7-6) 


由 于 动 参考 系 为 平 动 ， 动 参考 系 上 各 点 的 速度 或 加 速度 在 人 2 ню 因而 
动 参考 系 原点 0' 的 速度 vp, 和 加 速度 ew' 就 等 于 牵连 速度 Жы ет [速度 a.， 


ао, _dzo _ 








即 ы 





қ» (1-7) 
将 式 (7 一 3) наа ОИНИ 、k' 的 大 小 和 
方向 都 不 改变 ， 为 恒 矢量 ， 因而 有 < ху. 
КАХ ЛЕЛ шу е ; ИЯ) (1-8) 
将 式 (7-6) 、 式 (7- eo 8) 代 和 人 式 (AS) Ж 
ж.ө (1-9) 
(7-9 о А 定理 : 当 牵 连 运动 为 平 动 时 ， 动 点 


在 某 瞬时 的 绝 各 度 等 于 该 朋 时 它 的 牵 过 加 速度 与 相对 加 速度 的 矢量 和 它 与 速度 合成 
定理 具有 完全 相同 的 形式 。 
【 例 7-5】 如 图 7.11 所 示 的 曲柄 导 杆 机 构 ， 已 知 曲柄 ОА =r， 某 瞬时 它 和 铅 直线 间 





的 夹 角 为 p， 曲 柄 转动 的 角速度 为 ， 转 动 的 角 加 速度 为 =， 求 此 瞬时 导 杆 的 加 速度 。 
解 : 选择 滑 块 4 为 动 点 ， 导 杆 BCD 为 动 系 。 进 行 
А 加 速度 分 析 ， 由 于 绝对 运动 是 以 0 为 圆心 ，04 为 半 
О 径 的 圆周 运动 ， 绝 对 加 速度 包括 法 向 加 速度 аз МИЛ 
向 加 速度 as， 牵连 运动 是 导 杆 BCD 相对 于 定 系 的 平 








动 ， 假 设 导 杆 BCD 相对 于 定 系 的 加 速度 为 a.， 根据 
平 动 刚体 各 点 的 加 速度 相同 ， 动 点 4 的 牵连 加 速度 为 
a.， 方 向 假设 向 上 。 相 对 运动 是 滑 块 4 相对 于 动 系 的 运 








动 , 由 于 滑 块 4 只 能 在 导 杆 内 滑动 ， 回 
ў ў БОЛЕЕ НТА, ЯБ ЕН 
в ДЖУН, НН а" жақ =а, +а, ЖА Е д 

图 7.11 的 加 速度 合成 图 ， 如 图 7. 11 所 示 。 【曲柄 导 杆 机构 】 
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只 须 求 牵连 加 速度 a. 而 无 须 求 相 对 加 速度 a,， 只 须 列 а, 方向 的 投影 方程 ， 有 
acosp +а‘зтф =a。 
АҢЫ, ай =’, аб =rs。 解 得 导 杆 的 加 速度 为 
а. =ancosp “а: віпф = го? созф +resinp 

【 例 7-6】 图 7.12(a) 所 示 为 曲柄 导 杆 机 构 。 已 知 0.4 = 0,В -10ст, Х 0,0, - АВ, 
曲柄 014 以 角速度 w =2rad/s 作 匀 速 转动 。 在 图 示 瞬 时 ，9 =60*， 求 该 瞬时 杆 CD 的 速度 和 
加 速度 。 

解 : 选 滑 块 C 为 动 点 ， 杆 4B 为 动 系 。 由 vw =v жә, 作 点 С 的 速度 合成 图 ， 如 图 7. 12(a) 
所 示 。 动 系 АВ 作 平 动 ， 其 速度 等 于 点 4 (或 点 B8) 的 速度 ， 即 


о = ОА о Р Ю 


1 速度 合成 图 ， 可 知 杆 CD 的 速度 为 < 


2, И,совр = ОА • всовф 0 8 
/ 
175) АВ ИЕР 5), На, = as жа, ТЕМ ини 如 图 7.12(b) 所 示 。 
Ты 


遇 柄 作 匀 速 转动 ， 牵 连 加 速度 只 有 法 向 加 速 























1 加 速度 合成 图 可 知 ， 杆 CD и" = 
а св ОА + wsing = о 


ой 








7. 12 


7.4 牵连 运动 为 转动 时 点 的 加 速度 合成 定理 


如 图 7. 13 所 示 ， 设 动 系 的 角速度 为 wm.， 角 加 速度 为 s.， 相 对 于 定 系 Oxyz 的 轴 = 转 
动 ， 动 点 M 相对 于 动 系 0'x'y'z' 运 动 。 将 动 系 的 原点 0' 取 在 0: 轴 上 ， 动 点 М 的 相对 运动 
轨迹 为 48。 相 对 矢 径 x"， 相 对 运动 速度 v, 和 相对 运动 加 速度 a, 可 分 别 表示 为 
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т =x +уј +2k’ 


_ Ч’, dy， dz 
Фан а аб 


а. = Фа’ „ФУ, Г’ ШЕ 
"аг? аг de 
动 点 的 牵连 速度 和 牵连 加 速度 可 表示 为 


9. =, Хг 





а. =Е, ХГ+ м, Хи, 








ах’, ау”, «ғ, ы 
而 2-9,%0,-ө, Xr+ агі а + ‚ 87.13 
Р 04% а Фа „Фу, 上 2',, бу! Аа 4” ан 
故 а, = а 人 和 в 27 УЯ агата 
“Ж; Ум , ИЕ) ы , 
==. тыла тарар, ті. Е Г буф 此 是 
dt de de d2 /KR dd dd 


155 ТЕ аба” ауу” dz' ак 
十 
М dd dd dd 


ах 4% а” у 
=а. +а, ғо, хо, +—— 
dt а у + аг 


单位 矢量 对 时 间 的 导数 ， еі 复杂 的 数学 кот скен жанан 
滨 工业 大 学 алчни (ра 第 6 版 第 іл) ,可 得 





ай, 
тғ,хгао,х (ә, +0) Ф А, 


а аай Я 
4 ХР 741% ет то,хК 
这 样 有 А) ал?а у", б, А 


т SR dd ПД а х0 
故 可 得 入 


а, =а, +а, +а 

НВ, а= 20, хә, 称 为 科 里 奥 利 加 速度 ， 简 称 科 氏 加 速度 ， 其 大 小 为 a = 
2w.wsing， 方 向 为 垂直 由 ө, 和 组 成 的 平面 ， 且 符合 右手 螺旋 法 则 。 

这 就 是 牵连 运动 为 转动 时 的 加 速度 合成 定理 ， 它 表示 当 动 系 为 定 轴 转 动 时 ， 动 点 在 某 
瞬时 的 绝对 加 速度 等 于 该 瞬时 它 的 相对 加 速度 与 牵连 加 速度 及 科 氏 加 速度 的 矢量 和 。 上 式 
虽然 是 在 定 轴 转 动 的 条 件 下 推导 出 来 的 ， 但 可 以 证 明 动 系 作 任意 运动 时 上 式 均 成 立 ， 即 它 
是 点 的 合成 运动 的 加 速度 普遍 合成 定理 。 当 动 系 作 平 动 时 转动 角速度 为 零 ， 因 而 科 氏 加 速 
度 为 零 ， 这 就 回 到 了 前 一 节 加 速度 合成 定理 的 特殊 形式 。 

科 氏 加 速度 是 由 法 国人 科 里 奥 利 在 1832 年 发 现 的 。 自 然 现象 中 有 很 多 地 方 存在 科 氏 
加 速度 ， 如 地 球 绕 地 轴 转 动 ， 地 球 上 的 物体 相对 于 地 球 运动 ， 这 是 牵连 运动 为 转动 的 合成 

西 
速 
的 




















运动 。 在 北半球 由 北向 南 行驶 的 火车 有 向 东 的 科 氏 加 速度 ， 而 由 南 向 北 行驶 的 火车 有 向 
的 科 氏 加 速度 ， 因 而 火车 均 是 靠 左 行 怠 ;又 如 北半球 的 河水 向 北 流动 时 ， 河 水 的 科 氏 才 
度 向 西 ， 因 而 河水 必 受 到 右 河岸 向 左 的 作用 力 ， 所 以 北半球 的 江河 右岸 都 受到 较 明 显 
冲刷 。 

加 速度 合成 定理 的 一 般 形式 仍 是 矢量 等 式 ， 应 用 时 一 般 可 以 确定 所 有 加 速度 的 方向 ， 
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如 圆周 运动 的 加 速度 分 为 法 向 和 切 向 两 部 分 。 矢 量 等 式 同样 可 以 列 出 在 两 个 方向 上 的 标量 
等 式 ， 从 而 求 出 两 个 未 知 量 。 





【 例 7-7】 点 MM 在 04 上 按 规 律 *=2 +32cem 运动 ， 
同时 杆 04 绕 轴 0 以 等 角速度 w = 2тад/з 转动 ， 如 图 7. 14 
(а) 所 示 。 求 当 t=1s 时， 点 М 的 绝对 加 速度 。 

т. 本 题 既 可 按 点 的 运动 学 求解 ， 也 可 按 点 的 合成 运动 

(1) 按 点 的 运动 学 求解 。 取 直角 坐标 系 Oxy， 如 图 7. 14 
(b) 所 示 ， 于 是 可 写 出 任 一 瞬时 М 点 的 运动 方程 

|" = ОМ . созф = (2 +312) + cos2t 


Ум = ОМ + зіп = (2 5) "sin21 
求 二 次 导数 可 得 加 速度 К 
Ls ох 2(1 +612) соѕ21 
Қ = 了 «а -2(1+62 ) ѕіп21 
Ея 
= -24віп2 - 14cos2 


ҳу. К = 24052 - 1452 
жаі 对 加 速度 为 ， 


әу анат „зра + 14? =27. 78ст/з? 
Ў 5 按 点 的 合 Жаз 

ыы м м 因为 动 系 作 定 轴 转 动 ， 
所 以 根据 Жа, =а, +а, +а, 分 别 作出 点 М 的 速度 
人 分 别 如 图 7.14(c) 和 图 7.14(d) 所 
示 。 由 加 速度 图 可 知 : 


а, = (а, а")? +а 


其 中 ，o, = Х = беш/з? ， а" тойу =20сш/з?, а, = 200, =24ст/з?, ҚАЛНИЯЗ М М 


绝对 加 速度 为 














а, = (6-20)? +24? ст/з? =27. 78сш/з? 
注意 : 夯 速度 合成 图 的 目的 是 计算 相对 速度 的 大 小 和 确定 相对 速度 的 方向 ， 以 便 在 画 
动 点 М 的 加 速度 合成 图 时 ， 可 方便 地 计算 科 氏 加 速度 的 大 小 和 确定 科 氏 加 速度 的 方向 。 
本 题 中 解法 (1) 概念 清楚 ， 条 理 明白 ; 解法 (2) 用 到 了 科 氏 加 速度 概念 ， 应 注意 其 大 
小 的 计算 和 方向 的 确定 ， 解 法 (2) 运算 较为 简便 。 
130,3. 


【 例 7-8】 一 牛头 刨床 机 构 如 图 7. 15(a) 所 示 , 已 知 014 =20cm， 028= 一 em， 


ЖЕ 014 的 角速度 wi =2rad/s， 求 图 示 位 置 时 滑 枕 CD 的 速度 和 加 速度 。 
解 : 先 研究 动 点 4， 动 系 固 连 于 0,В Е. Ну, = mi +9, Та, =а" жа жал жақ 
作 点 4 的 速度 和 加 速度 合成 图 ， 如 图 7.15(b) 、 图 7.15(c) 所 示 。 设 杆 0,B 角速度 为 @， 
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角 加 速度 为 =， 由 图 知 点 4 的 绝对 速度 w =wl - 014 =40cm/s， 根据 速度 合成 图 可 得 动 点 
4 的 相对 速度 和 牵连 速度 分 别 为 
v1 =0,1с0330° = 20/3 ст/з, о, = 0, ѕіп30° -20ст/в 
ШЕЕ Т) v, =w' 0,4, ВОТ ОВ 角速度 w 为 








2а 
w=D 4 =0. Srad/s 
根据 4 点 的 加 速度 合成 图 ， 向 x、y 轴 投 影 得 
-a = а" ѕіп30° – а" со30° + ansin30? – aklcos30? 


0--а соѕ30° +а'. ѕіп30° + а, cos30° + ац ѕіп30° 


式 中 ，a =w? * ОА -80ст/82, а" = 02 + О.А = 10сп/2, 


ате” О.А =40ест/в?, ад =20 * од ое 
代入 上 式 解 得 杆 0,B 的 角 加 速度 в 为 Cx | 


<<, 





再 研究 动 点 及， 动 系 固 连 于 滑 枕 上 。 由 ә,-92 +0, а", «а-а, жа, В ЖЖ 
度 和 加 速度 合成 图 ， 如 图 7.15(b) 、 图 7.15(e) 所 示 。B 点 绝对 速度 为 


v2 =@ * 0,В = зам» 
故 滑 枕 CD 的 速度 为 


Әср = Әә = vcos30" = 32. Scm/s 
根据 B 点 的 加 速度 合成 图 ， 向 x 轴 投 影 得 
= а‘ 2 с0330° – а" ѕіп30° = -а,, 
式 中 ，o == • 0,В-бӛ5ст/в2, а", =? > О.В = 18. 8ст/з?, 代入 方程 中 得 
аср = а. =65. Tem/s’ 
讨论 : 
(1) 本 题 必 须 应 用 二 次 速度 合成 定理 和 加 速度 合成 定理 才能 求 出 CD 的 速度 和 加 速度 。 
(2) 首先 分 析 动 点 4, 这 是 因为 动 点 4 与 曲柄 014 匀 链 连接 无 相对 运动 关系 ,而 相对 摇 
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杆 0,B 有 运动 关系 , 故 动 系 应 建立 在 ОВ 上 。 又 由 于 动 系 作 定 轴 转 动 , 故 分 析 动 点 加 速度 
时 必须 考虑 科 氏 加 速度 。 

(3) 然 后 分 析 动 点 B, 这 时 动 点 B НЕН 0,B 是 铵 链 连接 ,无 相对 运动 关系 ,而 相对 滑 
№ ср 有 运动 关系 , 故 动 系 应 固 连 在 CD 上 。 又 由 于 动 系 作 平 动 , 故 分 析 动 点 加 速度 时 不 必 
考虑 科 氏 加 速度 。 

【 例 7-9】 如 图 7.16(a) 所 示 , 直 角 曲 杆 OBC 绕 0 轴 转 动 ,使 套 在 其 上 的 小 环 М И 
定 直 杆 04 滑动 。 已 知 :0B =0. lm,OB 与 BC 垂直 , 曲 杆 的 角速度 为 w =0. 5rad/s, 角 加 速度 
为 零 ,图 示 瞬 时 ф =60°。 求 该 瞬时 小 环 М 的 速度 和 加 速度 。 





























解 :选择 小 环 M 为 动 点 , 曲 杆 ОВС 8 әб 
合成 图 和 加 速度 合成 图 ,如 图 7. БЕ; 
速度 和 相对 速度 分 别 表示 为 

и, = wetanp = ом. Ta > 2х0. 5 x toes =0. 173m/s 

ГД =и,/созф = о 2х9, Wr™ )m/s =0.2m/s 
由 加 速度 合成 图 ， 列 а, 讽 向 的 投影 方程 ， 可 得 

> А а,созф = м 
НИР, а" =ОМ уо? «92 2х0. 5? ) т/з? 30/05/32, а, =2 + о, =(2х0.5х0.2) ти = 
0.22, КАННА М ОБЕ 
а, =0. 35/5? 

通过 以 上 几 个 实例 计算 ， 可 以 总 结 出 求解 点 的 加 速度 合成 定理 的 解 题 步骤 

(1) 动 点 与 动 系 的 选取 基本 与 速度 合成 定理 相同 ， 即 要 便于 分 析 几 种 运动 ， 能 判断 出 
绝 大 多 数 加 速度 的 方向 。 

(2) 正确 画 出 加 速度 矢量 图 是 求解 问题 的 关键 。 而 动 点 的 绝对 运动 和 相对 运动 都 可 能 
是 曲线 运动 ， 它 们 的 加 速度 可 以 分 为 切 向 和 法 向 两 个 矢量 ， 尤 其 以 作 定 轴 转 动 的 圆周 和 运动 

(3) 如 果 动 系 存在 转动 角速度 ， 必 须 牢记 加 速度 合成 定理 中 科 氏 加 速度 这 一 项 : а, = 
2%, x v,， 其 中 必须 用 到 相对 速度 ， 所 以 分 析 加 速度 之 前 需要 对 速度 进行 分 析 。 

(4) 加 速度 分 析 一 般 只 需求 一 个 未 知 数 ， 所 以 可 以 把 加 速度 矢量 等 式 在 某 一 个 方向 投 
影 。 选 取 的 投影 方向 垂直 于 未 知 的 加 速度 ， 从 而 可 以 在 方程 中 只 有 一 个 待 求 的 未 知 量 ， 不 
求 的 未 知 量 不 出 现在 标量 等 式 中 ， 使 计算 简单 。 

(5) 加 速度 合成 定理 中 项 数 多 ， 不 再 是 简单 的 平行 四 边 形 ;， 列 标量 等 式 时 需要 注意 矢 
量 方向 与 正 负 号 的 关系 ,左边 只 有 绝对 加 速度 ， 其 余 的 项 都 在 右边 。 计 算 结果 出 现 负 号 表 
示 实 际 指向 或 转向 与 假设 的 相反 


的 所 示 ， 由 速度 合成 图 可 知 动 点 М 的 绝对 
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Сл 结 》 


物体 复杂 运动 时 ， 相 对 于 不 同 参 考 系 的 运动 性 质 是 不 同 的 。 在 此 着 重 研究 动 点 相对 于 
不 同 参考 系 的 运动 ， 并 分 析 动 点 相对 于 不 同 参考 系 运动 之 间 的 关系 ， 以 及 某 一 瞬时 动 点 的 
速度 和 加 速度 合成 的 规律 。 研 究 点 的 合成 运动 的 主要 问题 是 如 何 由 已 知 动 点 的 相对 运动 与 
这 过 运动 求 绝对 运动 ;或 者 如何 将 已 知 动 点 的 绝对 运动 分 解 为 点 的 相对 运动 与 这 连 运动 。 

(1) 点 的 合成 运动 的 基本 概念 。 正 确 理解 研究 对 象 ( 动 点 ) 、 两 种 坐标 〈 定 坐标 系 和 
动 坐标 系 ) ЗН (вия. Ня. ФЕЯ) 及 其 速度 和 加 速度 等 基本 
概念 。 

(2) 速度 合成 定理 。 每 一 瞬时 ， 动 点 的 绝对 速度 等 于 其 牵连 速度 与 相对 速度 的 夭 量 
和 ， 即 


=, +0, < 
这 个 定理 对 任何 形式 的 牵连 运动 都 适用 。 х 
(3) 牵连 运动 为 平移 时 的 加 速度 合成 定理 。 ск 为 平移 时 ， 动 点 的 绝对 加 速度 
Шкала ше Я 55 
(4) 牵连 运动 为 转动 时 的 加 速度 当 窑 连 运动 为 转动 时 ， 动 点 的 绝对 加 速度 
УТЕРЕ, а" А Қ 
іа, жа, жа 


ка 
ae жани 项 附加 
的 加 速度 。 — 


当 动 参 «дас Жи, =0, Қа 科 氏 加 速度 等 于 过， 

акан : 牵连 速度 、 Ps И Ездажайан 
速度 和 加 速度 。 “在 解决 具体 问题 时 ， 要 正确 选取 动 点 、 动 系 ， 分 析 三 种 和 运动， 正确 画 出 速 
度 矢 量 图 及 加 速度 矢量 图 。 动 系 是 建立 在 刚体 上 的 。 选 择 动 系 的 原则 有 两 条 : 一 是 动 点 相 
对 于 动 系 有 相对 运动 关系 ， 二 是 相对 运动 简单 明了 。 求 速度 通常 采用 几何 法 求解 ， 而 求 加 
速度 通常 采用 解析 法 。 


《思考 题 》 


7-1 如 何 选 择 动 点 和 动 参考 系 ? 

7-2 动 点 和 动 系 能 否 选 在 同一 物体 上 ? ЯНА? 

7-3 下 列 说 法 哪 一 个 是 正确 的 ? 

(1) 牵连 速度 为 动 系 相对 于 静 系 的 速度 。 

(2) 过 连 速度 为 动 系 上 任 一 点 的 速度 。 

(3) 牵连 速度 为 动 系 上 与 动 点 相 重合 点 相对 于 静 系 的 速度 。 

7-4 铝 锤 下 落 的 雨滴 在 行驶 的 汽车 玻璃 窗 上 留 有 向 后 倾斜 的 雨 痕 ， 这 是 为 什么 ? 
7-5 超车 时 ， 为 何 觉得 对 方 车 速 慢 ? 错 车 时 (Шан), ЮУ НИ? 
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С» ж) 


一 、 是 非 题 (正确 的 在 括号 内 打 “M”， 错 误 的 打 “ x ”) 
Т. 点 的 速度 和 加 速度 合成 定理 建立 了 两 个 不 同 物体 上 两 点 之 间 的 速度 和 加 速度 之 间 














的 关系 。 ( ) 
2. 根据 速度 合成 定理 ， 动 点 的 绝对 速度 一 定 大 于 其 相对 速度 。 ( ) 
3. 应 用 速度 合成 定理 ， 在 选取 动 点 和 动 系 时 ， 若 动 点 是 某 刚 体 上 的 一 点 ， 则 动 系 不 

可 以 固 结 在 这 个 刚体 上 。 ( ) 
4. 从 地 球 上 观察 到 的 太阳 轨迹 与 同时 在 月 球 上 观察 到 的 轨迹 相同 。 ( ) 
5. 在 合成 运动 中 ， 当 牵连 运动 为 转动 时 ， 和 ( ) 
6. 科 氏 加 速度 是 由 于 牵连 运动 改变 了 相对 速度 的 方 :* 生 的 加 速度 。 ( ) 
7. 在 图 7.17 9, ЗМ 以 常 速 度 w НУЛЯ ЗЕ ВМ 2 50), ЖДЖ о 

绕 定 ЕЗ 0 转动 ， 则 无 论 动 点 运动 到 圆 盘 上 的 什么 半 氏 加 速度 都 相等 。 ( ) 
二 、 填 空 题 








1. ЕЯІш, -2443)-4Е, в, -бі-3, 7+ із к. 
2. 在 图 7.18 %, есі 速度 均 为 w, ，010, 的 距离 为 !， 斜 杆 与 竖 











直方 向 的 夹 角 为 9，， 则 图 7. 18(a) + в" ті = ， 图 7.18(b) 中 直 杆 的 角 
速度 о = 4 
21 2 ЖБ 
Ж? 
ҳу? 
б 
Шекіш 
=’ 
回 
【和 急 回 机 构 】 
图 7.17 图 7.18 
3. 科 氏 加 速度 为 零 的 条 件 : қ 和 А 
4. 绝对 运动 和 相对 运动 是 指 ” _ 的 运动 ， 而 牵连 运动 
是 指 的 运动 。 牵 连 点 是 指 ， 相 应 的 牵连 速度 和 
加 速度 是 指 的 速度 和 加 速度 。 
5. 如 图 7. 19 所 示 的 系统 ， 以 4x'y "为 动 参考 系 ，4x' 总 在 水 
2. АВ =1。 则 点 В НЕ | жоф=ы 
(上 为 常量 ), 点 B 的 相对 速度 为 ， 相 对 加 速度 
为 
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6. 当 点 的 绝对 运动 轨迹 和 相对 运动 轨迹 都 是 曲线 时 ， 牵 连 运动 是 直线 平 动 时 的 加 速 

度 合成 定理 表达 式 是 ; 牵连 运动 是 曲线 平 动 时 的 加 速度 合成 定理 表达 式 是 
; 牵连 运动 是 转动 时 的 加 速度 合成 定理 表达 式 是 А 

Е, жна 

1. 点 的 速度 合成 定理 w = о, +, 适用 的 条 件 是 

(A) 牵连 运动 只 能 是 平 动 (B) “жиен 1 能 是 转动 

(с) 各 种 牵连 运动 都 适 上 (D) 牵连 运动 为 0 

2. 如 图 7. 20 所 示 ， 半 径 为 R 的 圆 轮 以 匀 角 速度 w 作 纯 滚 动 ， 带 动 杆 48 作 定 轴 转 动 ， 
D 是 轮 与 杆 的 接触 点 。 若 取 轮 心 C 为 动 点 ,， 杆 ВА 为 动 坐标 ， 则 动 点 的 牵连 速度 
为 о 

(А) и, =ВО .oawip， 方 向 垂直 4B (B) 5. 向 垂直 ЕВ 

(С) и =ВС- ши, 方向 垂直 BC (0) w = ІТ ВА 

3. 在 如 图 7. 21 所 示 的 平面 机 构 中 ，00, -2:, ОА = < и 以 匀 角 速度 w 转动 。 若 
取 滑 块 4 为 动 点 ，018 为 动 坐标 ， 则 当 p = 的 牵连 法 向 加 速度 为 零 。 


(А) 0° (В) 30% КИ (0) 90° 












































4. 图 7.22/ 所 示 机 构 中 直 КҮШТІ ТІЛІ 015), ЭМ 以 





相对 速度 w 沿 弯 管 运动 ， 图 示 瞬 时 ОА =АМ =, д НЕОН а, = ‚ ЖА 
加 速度 wk = 
(А) bu? (В) уо (С) 200, (0) 400, 


5. 如 图 7. 23 所 示 ， 小 车 以 速度 沿 直线 运动 ， 车 上 一 轮 以 角速度 о Е, ЖАБ А 
上 一 点 W 为 动 点 ， 车 厢 为 动 坐标 ， 则 М 点 的 科 氏 加 速度 的 大 小 为 


(А) 20о (В) 2wzvcosa (с) 0 (D) wz 
ме” 
А 
2) 
о, 
图 7.22 
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6. 在 点 的 合成 运动 中 ，r 为 动 点 的 绝对 矢 径 ， 则 在 任 一 瞬时 下 述说 法 正确 的 




















(А) 若 rz0、w =0, Да =0 (В) #170, а, =0, а =0 

(С) Жо, 70, и=0, 则 必 有 ms =0 (р) Жо, 70, 0,70, ИЖ ау =0 

四 、 计 算 题 

1. 如 图 7. 24 所 示 ， 记 录 笔 М 固定 沿 у 轴 和 运动 ， 运 动 方程 为 y = асоѕ( + ф), ху 平面 
内 的 记录 纸 以 等 速度 v 沿 x 轴 负 向 运动 。 求 记录 笔 W 在 记录 纸 上 所 画 出 的 墨迹 形状 。 

2. 如 图 7. 25 所 示 ， 半 径 为 尺 的 大 圆 环 ， 在 自身 平面 中 以 等 角速度 w ЖА 轴 转 动 ， ЭР 
带动 一 小 环 1 ИН 














定 的 直 杆 4 滑动 。 试 求 图 示 位 置 小 环 M 的 速度 。 





хм 
#7. 24 图 7.25 
3. 如 图 7. 26 所 示 的 两 种 滑 道 已 知 两 平行 距 


10,0, =20cm， 在 某 瞬 时 
0=20°, p= Co SP 


Фо 





(а) 


图 7.26 


4. 如 图 7. 27 所 示 的 机 构 ， 推 杆 4B 以 速度 向 右 运 动 ， 借 助 套 简 有 使 0C ОН 
5). Еф =60°, ОС =!， 当 机 构 在 图 示 位 置 时 ， 试 求 

(1) ЖОС 的 角速度 和 杆 0C 端点 С 的 速度 大 小 ; 

(2) 动 点 8 的 科 氏 加 速度 。 


5. 如 图 7. 28 所 示 的 曲柄 滑 道 机 构 中 ， 曲 柄 ОА = 10cm， 以 匀 角 速 w =20rad/s 绕 О 轴 


转动 ， 通 过 滑 块 4 使 杆 BCE (BCLDF) 作 往 复 运 动 。 求 当 曲 柄 与 水 平 线 的 交角 分 别 为 
9 =0°、30° 、90° 时 杆 ВСЕ 的 速度 和 加 速度 。 
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-二 ”回国 
Г в 
【曲柄 滑 道 机 构 】 


图 7.27 图 7.28 


6. 如 图 7. 29 所 示 ， 具 有 圆 弧 形 滑 道 的 曲柄 滑 道 机 构 ， и ЗН BC 319-19] ИМЕ 
复 运动 。 已 知 曲柄 以 n=120r/min 转速 匀速 转动 ，04 =г= 1 Фит 当 gp =30° 时 滑 道 ВС 


的 速度 和 加 速度 。 к 
7. 如 图 7. 30 РИВНЕ ЧЭ В, 0 (29 тш, 0,0, =АВ, НО, А 


ДЕЈ Е о = 2rad/s 绕 О, 轴 转 动 。 杆 4B 上 С, НЕВЫ: CD ЖЕЖ, 5 
т 部 件 都 在 同一 铬 垂 面 内 。 но “Ср анн 
> S- 


SN 





图 7.29 图 7.30 


8. 平板 万 在 图 7. 31 所 示 平 面 内 可 绕 垂直 于 图 面 的 О 轴 转 动 ， 其 转动 角速度 为 a， 角 
加 速度 为 e。 平板 上 刻 有 半径 为 7 的 圆 模 ， 今 有 一 小 球 М 在 槽 内 以 速度 v 相对 平板 作 匀 速 
运动 ， 求 小 球 М 的 绝对 加 速度 。 

9. 凸轮 推 杆 机 构 如 图 7. 32 所 示 。 已 知 偏心 圆 轮 的 偏心 距 ОС =е, 半径 >= 3e， 若 是 
轮 以 匀 角 速度 w 绕 轴 0 作 逆 时针 转动 ， 且 推 杆 48 的 延长 线 通过 轴 0, 求 当 0C 与 САЗЫН 
时 杆 АВ 的 速度 。 

10. 半圆 形 凸 轮 如 图 7. 33 所 示 ， 沿 倾角 为 BE =30° 的 斜面 运动 ， 带 动 杆 ОА 绕 0 轴 摆 
2]. ВМА =10сш, ОЛ =20cm， 在 图 示 位 置 时 ，O4 ЗЖҮЗЕЯ0-30%, ф=60°, ӘЖ 
ЛЕ и, =60cm/s， 加 速度 为 零 ， 试 求 该 瞬时 杆 ОА 的 角速度 和 角 加 速度 。 

11. 如 图 7. 34 所 示 ， 曲 柄 ОА 长 0. 4cm， 以 等 角速度 w =0. 5rad/s 绕 0 轴 逆 时 针 转 动 ， 
水 平板 В 与 滑 杆 C 相连 ， 巾 于 曲柄 的 4 端 推动 水 平板 B， 而 使 滑 杆 C 沿 铅 直 方向 上 升 。 求 
当 曲 柄 与 水 平 线 的 夹 角 为 6=30* 时 ， 滑 杆 С 的 速度 和 加 速度 。 
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12. 
滑动 。 已 知 ; OB =0. lmi BC 垂直 ， 曲 枉 的 





如 图 7.35 所 示 ， ші оне АЕ ИМ М АЕ СЕР ОА 
а =0. 5rad/s， 角 加 速度 为 零 ， 求 


Ш ф- 60°, АУМ ал. 


13. 
位 置 时 ， 

14. 
动 。 在 
线 上 。 设 





如 图 7. 36 设 摇 杆 滑 道 机 ОА =r， 以 转速 绕 0 轴 转 动 。 已 知 图 示 
O14 2", 并且 L0401 =а, РОВС =B， 试 求 BC 杆 的 速度 。 
如 图 7! 37 所 示 ， 弯 成 直角 的 曲 杆 04B 以 角速度 w(w = 常数 ) ， 绕 0 轴 逆 时 针 转 




















ЖАН АВ 段 装 有 滑 简 С, И УТРО ОСЕ ЕТ С, 点 0 于 ӨСІМІН — ІНЕ 
柄 的 04 ВЕК г, ЖЧ ф =30* 时 ,， 杆 DC 的 速度 和 加 速度 。 























мм хех 
ЕБ Бо 
> » 
刚体 的 平面 运 
‚ № 
SN 
е/ / А 
ГЕР WY 
7% 
通过 本 章 的 学 习 ， РУ ляана ванна 
动 方程 ; рт 方法 ， 并 能 应 用 基点 法 、 速 度 投 影 法 和 速 
% 点 法 


度 瞬 心 法 求 平面 图 形 上 各 点 的 速度 , 求 平面 2 ьа 能 够 解决 运 
动 学 综合 应 用 问题 。 их Ж 

„А 
қ 


% у" 

ж 学习 要 求 -7 е 
本 章 要 求学 三 ғана А. 刚体 平面 运动 简化 与 分 解 ， 能 熟练 应 

ЖАЖА, ЖАВИ Аы: ;法 求解 有 关 莫 度 的 问题 ; 能 熟练 应 用 基点 法 求解 有 关 加 速 

度 的 问题 ， 并 能 综合 运用 点 的 合成 运动 和 刚体 的 平面 运动 知识 解 有 关 速 度 和 加 速度 的 

问题 。 





刚体 的 平面 运动 是 工程 中 ， 特 别 是 平面 机 构 中 常见 的 一 种 运动 。 刚 体 的 平面 运动 是 
一 种 较 复 杂 的 运动 形式 。 图 8. 01 所 示 的 在 水 平 扫 道上 作 纯 滚动 的 车 轮 的 运动 ， 发 动机 
曲柄 连 杆 机 构 中 连 杆 的 运动 ， 飞 机 起 落架 中 连 杆 的 运动 ， 公 共 汽 车 车 门 启 闭 机 构 中 连 杆 
的 运动 ， 曲 柄 摇 杆 机 构 中 摇 杆 的 运动 ， 双 曲柄 机 构 中 连 杆 的 运动 等 都 是 平面 运动 。 本 章 
根据 平面 运动 的 概念 ， 首 先 可 将 刚体 的 平面 运动 简化 为 一 个 平面 图 形 在 自身 所 在 的 固定 
平面 内 的 运动 ; 然后 根据 平面 图 形 的 位 置 可 由 平面 图 形 内 任 一 直线 的 位 置 来 确定 的 原 
则 ， 得 到 刚体 平面 运动 方程 ; 最 后 通过 运动 分 解 的 方法 把 平面 运动 分 解 为 两 种 基本 运 
动 一 平 动 和 转动 ， 并 应 用 点 的 合成 运动 的 概念 对 平面 运动 刚体 上 各 点 进行 速度 和 加 
速度 分 析 。 
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(а) 沿 直 线 轨道 滨 动 的 车 轮 (Ы) 曲柄 连 杆 机 构 










(6) 飞机 起 落架 
У 
‚© 


>) 


бе) 曲 枉 扬 杆 机 构 (Г) 双 曲 柄 机构 


8.1 平面 运动 概述 


前 面 讨论 了 刚体 的 平 动 和 定 轴 转 动 ， 它 们 是 最 常见 的 、 简 单 的 刚体 运动 。 在 此 基础 
上 ,将 进一步 研究 刚体 比较 复杂 的 一 种 运动 一 一 刚体 的 平面 运动 。 刚 体 的 平面 运动 是 工程 
机 械 中 较 常见 的 一 种 刚体 运动 ， 它 可 看 作 平 动 和 转动 的 合成 。 


刚体 平面 运动 的 特征 





刚体 的 平面 运动 是 一 种 比 了 














轮 0, 绕 固定 轮 0 的 滚动 ， 





























EF 动 和 定 轴 转 动 更 复杂 的 运动 。 例 如 ， 图 8. 1 所 示 的 行星 齿 





图 8. 2 所 示 的 曲柄 连 杆 机 构 中 连 杆 АВ 的 运动 等 ， 这 些 刚 体 的 运 
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动 既 不 是 平 动 ， 也 不 是 定 轴 转 动 ， 但 它们 的 运动 有 一 个 共同 特征 ， 即 刚体 在 运动 过 程 中 ， 
其 上 任 一 点 与 某 一 固定 平面 的 距离 始终 保持 不 变 。 这 种 运动 称 为 刚体 的 平面 运动 。 























滑 块 机 构 】 


刚体 平面 运动 的 简化 «ё 

设 图 8.3 中 的 平面 工 为 固定 平面 ， ТЫ 是 与 刚体 相交 成 一 平面 图 
形 5S。 根据 平面 运动 的 定义 可 知 ， 在 刚体 运动 过 / 
程 中 ， 此 平面 图 形 必 在 平面 下 内 运动 。 在 刚体 е 
任 取 一 条 垂直 于 平面 图 形 5 的 直线 А, 六 
平面 图 形 5 的 交点 为 4。 显然， RH 直 
Ард А, МАНЕР, ла. 直 
ВЕ АА 上 各 点 的 运动 轨迹 、 证 速度 完全 
相同 ， 点 4 的 运动 代表 了 АҰЕ нік < ана 
动 。 同 理 ， 通 过 平面 图 形 的 шешең. 一 图 8.3 运动 的 简化 ] 
Е 


平面 图 形 的 直线 3 a 
ИЕ ГІНЕ чаа 点 的 运动 。 тантана, 这 无 数 条 重 线 与 平面 图 形 
有 无 数 个 交点 re 数 条 直线 的 运动 。 这 样 ， 平面 图 形 5S 内 各 点 
的 运动 即 代表 整个 刚体 的 运动 。 于 是 ， 刚 体 的 平面 运动 ， 可 简化 为 平面 图 形 在 其 自身 平面 
内 的 运动 。 


刚体 平面 运动 方程 


图 8. 4 所 示 为 一 平面 图 形 在 其 自身 平面 0xy 平面 上 的 运动 。 要 确定 平面 图 形 (ВИЖ) 
的 位 置 ， 只 需 确定 其 中 任 一 直线 0'M 的 位 置 。 而 要 确定 此 
直线 在 平面 0xy 的 位 置 ， 只 须 确定 点 0 的 位 置 和 夹 角 ф ШІ 
可 。 显 然 ， 当 平面 图 形 在 自身 平面 内 运动 时 ， 点 0' 的 位 置 
和 夹 角 gp 随时 间 而 变化 ， 是 时 间 г 的 单 值 连续 函数 ， 即 
хо =Л (1) 
Уо ЕЪ (и) (8—1) 
Ф=Л (И) 
式 (8 一 1) 称 为 刚体 平面 运动 方程 。 可 以 确定 任 一 瞬时 
平面 图 形 的 位 置 ， 从 而 确定 平面 图 形 的 运动 规律 。 
如 果 图 形 中 点 0' 固 定 不 动 ， 则 平面 图 形 的 运动 是 绕 基 
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点 0' 作 定 轴 转 动 ， 如 果 线 段 0'M 的 方位 不 变 ， 则 平面 图 形 作 平 动 。 由 此 可 见 ， 刚 体 的 
面 运动 可 以 看 成 随 基点 0' 的 平 动 和 绕 基点 0' 的 转动 的 合成 。 


814 7р 


设 有 平面 图 形 5 在 其 自身 平面 内 作 平 面 运动 ， 如 图 8. 5 所 示 ， 在 图 形 S 内 任 取 两 点 А 
和 B， 则 连 线 АВ 的 位 置 可 代表 平面 图 形 的 位 置 。 设 平面 图 形 5 在 At 时 间 内 从 位 置 [运动 
到 位 置 工 ， 其 内 的 直线 由 位 置 48 移 到 4'B'。 可 将 直线 АВ 位 置 的 变化 分 成 两 步 来 完成 。 
首先 ， 直 线 АВ 随 着 点 4 的 运动 轨迹 平行 移动 到 位 置 4'B"， 然 后 绕 点 4 转动 到 4'B'， 其 转 
过 的 角度 为 Ap。 直 线 АВ 位 置 的 变化 也 可 以 选用 点 В 作为 基点 来 分 析 ， 即 先 使 直线 АВ 随 
着 点 В 的 运动 轨迹 平行 移 到 4"B' ， 然 后 绕 点 B' 转 到 位 置 4'B'， 其 转 过 的 角度 仍 为 Ap。 从 
上 面 的 分 析 可 知 ， 平 面 运动 可 以 分 解 为 随 基 点 的 平 动 和 绕 基点 的 转动 。 
































x наз MT Е 

дома ОША 8. 5 所 示 的 点 4) 光 建 六- 平 动 的 坐标 系 4x'y'， 即 动 坐标 系 的 坐标 
о а а. Вине] АВ”, РАЈ, За зд 8 
的 观点 来 看 ， 例 р нию 动 系 为 平 动 ) 和 相对 运动 为 转动 的 
合成 运动 。 由 图 8.5 可 知 ， 选 不 同 的 基点 4 和 巨 ， 则 平 动 的 位 移 44' 和 BB' 显 然 不 同 ， 因 而 平 
ИДЕИ, 但 对 于 绕 不 同 基点 转 过 的 角 位 移 的 大 小 和 转向 总 是 相同 的 ， 于 
是 ， 转 动 的 角速度 和 角 加 速度 也 相同 。 由 此 可 知 ， 平 面 运动 中 平 动 部 分 与 基点 位 置 的 选择 有 
关 ， 而 转动 部 分 却 与 基点 位 置 的 选择 无 关 。 这 里 的 角速度 和 角 加 速度 是 相对 于 各 基点 处 的 平 
动 参考 系 而 言 的 。 平 面 图 形 对 于 各 平 动 参考 系 (包括 固定 参考 系 ) ， 其 转动 运动 都 是 一 样 的 ， 
角速度 、 角 加 速度 都 是 相同 的 ， 无 须 标明 绕 哪 一 点 转动 或 选 哪 一 点 为 基点 。 














8.2 用 基点 法 求 平面 图 形 内 各 点 速度 


用 基点 法 求 平面 图 形 内 一 点 的 速度 


若 已 知 某 瞬时 平面 图 形 上 点 0' 的 速度 vo, 和 转动 的 角速度 w， 如 图 8.6 所 示 。 现 求 平 
面 图 形 上 任 一 点 М 的 速度 оу. 由 8.1 节 可 知 ,平面 图 形 的 运动 可 以 看 成 随 基点 0' 的 平 动 
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(牵连 运动 ) 和 绕 基点 0' 的 转动 (相对 运动 ) 的 合成 。 因 此 ， 
可 用 点 的 速度 合成 定理 求 点 М 的 速度 ， 即 
Vy = Yo’ + Vo (8-2) 

即 刚体 在 平面 运动 时 ， 平 面 图 形 内 任 一 点 М 的 速度 әу 等 
于 基点 0' 的 速度 vo, 与 该 点 М 绕 基 点 转动 的 速度 mo， 的 矢量 
和 。 式 (8-2) 中 三 种 速度 ， 每 种 速度 都 有 大 小 和 方向 两 个 
一 共有 六 个 量 ， 只 要 知道 其 中 任意 四 个 量 ， 可 以 求 t 出 另外 两 
ен. 

[018-1] 如 图 8.7 所 示 ， 杆 4B 长 为 1， 其 4 端 沿 水 平 轨 
道 运动 ，B 端 沿 铅 直 轨 道 运动 。 在 图 示 瞬 时 ， 杆 48 与 铝 直 线 夹 角 为 op，4 端 具有 向 右 的 速 
度 ww ， 求 此 瞬时 В 端的 速度 及 杆 АВ 的 角速度 。 
解 : 杆 48 作 平 面 运动 ， 以 4 为 基点 分 析 点 B 的 速度 ， ті 的 速度 合成 图 ， 如 


图 8.7 所 示 。 < 


由 速度 合成 өзе 
и. в = 04 tanp 
59- vp4 =04/с08Ф 
иле 度 为 
NN Pe Wh 
< ВА, ВА lcosp 
ив -21 如 E татав 中 , 已 知 大 
,KR “егін, ком У АЛЕНЕ НУВ 工具 滚动 而 
~、 不 滑动 ， К 系 杆 ОА 角速度 为 wo。 试 求 轮 工 
的 角速度 wi 及 其 上 名、 两 点 的 速度 。 


解 : 轮 Na AREA 


Ли =wo “04=owo “(т 


以 4 为 基点 ,分别 分 析 三 点 B、C、D 的 速度 ， 分 别 画 出 
速度 合成 图 ， 由 于 轮 古 上 DD 点 不 滑动 ， 故 v, =0， 而 
0р =W + Орд 


故 由 点 DD 的 速度 合成 图 ， 可 知 


Әл 59156: (м +) 








图 8.6 








图 8.7 




















Урд _ Wo (п +) 


т гу 





ор = 
由 ws = 0, +vp4， 可 知 


= М +0 -lan ro (шіл ， а]. = (м +1) 


由 ос = 39, ПІЛІ 








(ту +72) 
vc = 0 +0 = Won +7) A =200( а») 
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8.2.2 速度 投影 定理 


度 投 影 定理 : 刚体 上 任意 两 点 M 和 0' 的 速度 在 此 两 点 连 线 上 的 投影 彼此 相等 ， 即 
[vw Јом = Сео" Том (8-3) 
证 明 : 如 图 8.9 所 示 ， 以 0 为 基点 分 析 动 点 М 的 速度 ， 由 
速度 合成 定理 ， 可 得 
Wu = 00 + Vuo' 
将 上 式 投 影 到 直线 ОМ 上 ， 有 
[oy J ow = [vo ] om + [vo ом 


由 于 vow 上 0'M， 可 知 [vyo' ]ow =0， 代 入 上 式 ， 可 得 











[м] ом = [vo оу 
ЕН, 而 且 适 用 于 刚体 的 
АТИ 离 保持 不 变 的 特征 。 


83 ”用 有 瞬 心 法 求 平面 图 形 内 各 点 速度 


ҚУ 
зирани Se 


在 某 瞬时 ， р 面 应 用 基点 法 求 平面 图 形 上 





的 速度 瞬 心 。 如 图 8. 10. 媚 宋 的 刚体 作 平面 运动 ДНЕ А 的 速度 为 mw ， 刚 体 平面 
运动 的 角速度 大 小 为 zw? МЕРИН о ААС, А 为 基点 分 析 点 
СЕНЕ, р ЦЕ, А7 қ, 

Ху Ve 243 + сл (8—4) 





4 
Мины  АС= оц, ВАС алың, 点 C 的 速度 等 于 零 。 


所 以 点 С 为 图 8. 10 所 示 平 面 图 形 的 速度 瞬 心 。 

一 般 情况 ， 在 每 一 瞬时 ,平面 图 形 上 都 唯一 地 存在 一 个 速 
度 为 零 的 点 。 如 果 取 速度 瞬 心 С 为 基点 ,由 式 (8 一 е, 
此 瞬时 图 形 上 任 一 点 的 速度 就 等 于 该 点 随 图 形 绕 点 С 转动 的 速 
度 。 如 图 8.11(a) тх, ЖА, В, р 的 速度 大 小 为 
и =АС ww， 四 =BCw，zn=DCw 
由 此 可 见 ， 图 形 内 各 点 速度 的 大 小 与 该 点 到 速度 瞬 心 的 距 шел 
离 成 正比 ， 任 一 点 速度 的 方向 垂直 于 该 点 与 速度 瞬 心 的 连 线 ， 
指向 与 图 形 转动 方向 一 致 。 这 样 某 瞬 时 平面 图 形 上 各 点 速度 的 分 布 情况 与 图 形 绕 定 轴 转 动 
时 各 点 速度 的 分 布 情况 相似 ， 如 图 8. 11(b) 所 示 。 于 是 , 平面 图 形 的 运动 可 以 看 成 绕 速 
度 瞬 心 的 瞬时 转动 。 

应 该 注意 ， 速 度 瞬 心 可 以 在 平面 图 形 内 ， 也 可 以 在 图 形 以 外 ， 且 它 的 位 置 是 随时 间 变 
化 的 。 在 不 同 的 瞬时 ,平面 图 形 具有 不 同 的 速度 瞬 心 。 
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利用 速度 瞬 心 求解 平面 图 形 上 点 的 速度 的 方法 ， 称 为 速度 瞬 心 法 。 此 方法 在 求 平面 图 
形 上 任 一 点 的 速度 时 非常 方便 。 应 用 此 法 的 关键 在 于 如 何 确定 速度 瞬 心 的 位 置 。 下 面 讨论 
儿 种 按 不 同 的 已 知 运动 条 件 ， 确 定 速 度 瞬 心 位 置 的 方法 。 2 


ЗЕЕ АЖ < 


图 8. 12 给 出 了 各 种 条 件 下 速度 瞬 心 的 求法 。 图 т 中 点 4 和 点 В 的 速度 分 别 为 
м, ов, УЕ А НИЕ В Ма, 及 Е 5. 为 刚体 的 速度 瞬 心 。 图 8. 12(b) 
中 点 4 和 点 В 的 速度 分 别 为 vw, 、vj， Із vp 垂直 于 直线 4B, w 和 wj 速度 矢 端 
连 线 与 АВ 的 交点 为 刚体 的 速度 瞬 心 2(c) 中 点 4 和 点 В 的 速度 分 别 为 v, 、zn， 
而 且 速 度 w 和 ws 垂直 于 直线 4B、w КДК! 与 АВ 的 延长 线 的 交点 Р 为 刚体 
的 速度 瞬 心 。 图 8. 12(d) 中 车 面 上 作 纯 滚动 ， 29 与 地 面 无 相对 滑动 ， 故 轮 与 
地 面 的 接触 点 P ВЕЕ У x 



































VY 


ла 





(4) 


图 8.12 
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在 某 瞬 时 ， 如 果 平 面 图 形 内 各 点 的 速度 相等 ， 称 此 时 刚体 作 瞬 时 平移 。 如 图 8. 13(a) 





所 示 的 刚体 的 平面 运动 ， 此 瞬时 А, В 两 点 的 速度 分 别 为 w 、zmme， 


也 在 无 穷 远 处 ， 此 瞬时 刚体 也 作 了 瞬时 平 动 。 必 须 注 意 ， 作 瞬时 平 动 








(a) 


в. ж” 


分 别 过 点 4 ЖИ В ТЕ ә) 


和 ws 的 垂 线 ， 其 交点 在 无 穷 远 处 ， 此 瞬时 刚体 作 瞬 时 平 动 。 又 如 图 8.13(Ь) 所 示 的 刚体 
的 平面 运动 ， 此 瞬时 两 点 4、B 的 速度 分 别 为 w 和 ws， 速度 矢 端 连 线 与 АВ 延长 线 的 交点 





的 刚体 ， 在 其 平面 图 形 


上 没有 速度 瞬 心 ， 此 瞬时 刚体 内 各 点 的 速度 相等 ， 但 加 速度 不 相等 。 





【 例 8-3】 曲柄 滑 块 机 构 如 图 8. о 已 知 48 =1, ОА =, ЖЕ 04 转动 的 角速度 


Жо, 杆 04 与 水 平 线 间 的 夹 角 为 p， Кш Зр] 20 ау. 


和 滑 块 B 的 速度 。 


Жж x 
х У 


>>» 
ХР 
7 






图 8.14 


т. 连 杆 48 作 平 面 运动 ， 分 别 过 两 点 4、B о 和 ws 的 垂 线 ， 


АВ 的 速度 瞬 心 。 由 于 4 点 的 速度 可 表示 为 
va = ОА - о = РА - wp 





可 得 作 平 面 运动 的 杆 4B 角速度 
ОА - @ то 


РА PA 





@дв = 
这 样 ， 滑 块 B 的 速度 可 表示 为 
vp =PB* wap 








而 由 正弦 定理 ， 可 知 














AB PA PB 
віп(90%-ш-) Я (90° — у) Я (ф +4) 





即 


ЖН АВ 转动 的 角速度 


两 垂 线 的 交点 P 为 杆 
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РА сей, рв = (Ф +0) 
совф 
代入 可 得 
rm _ rwcos Tosin 十 
A sin(p +0) 


Фар” [созу ” “ФА соз/ 


[18-4] 图 8.15 所 示 的 圆 轮转 动 的 角速度 为 w = 2 пгаа/з, 
圆 轮 半径 为 0.75m， 试 用 速度 瞬 心 法 求 圆 轮 中 心 0 和 轮 缘 上 两 点 
A、B 的 速度 。 
解 : 圆 轮 作 平面 运动 ， 轮 与 地 面 的 接触 点 P 为 轮 的 速度 瞬 ў 


心 。 因 此 , ЕКО, А, 的 速度 可 分 别 表示 为 
vo =PO.w=(2rx0.75)m/s=4.71m/s SS 


ор = РВ + о = (27 х2 х0. 75) ш/з =6. ббт/ѕ % 






































= РА · о = (27 х1. 5) т/ѕ -9.42т/в АҘ 图 8.15 
ЕИ 0,4, ВР, ЈН ув 转动 的 
方向 一 致 ， 方 向 如 图 8. 15 所 示 。 хх 
ck 
8.4 re 的 加 速度 
у < 


У 
Se 求 平面 图 形 ap 
】 加 速度 投影 定 故 一 般 采用 基 
点 法 求 加 速 晨 2 如 图 8. 16 所 示 ， 用 一 平面 图 形 表示 一 刚体 作 
г. 平面 运动 。 设 某 瞬 时 ,平面 图 形 内 某 一 点 0 的 加 速度 为 ao， 
平面 图 形 的 角速度 为 w， 角 加 速度 为 =， 求 平面 图 形 内 任 一 点 
М 的 加 速度 eaw。 由 刚体 平面 运动 的 分 解 可 知 ， 刚 体 上 任 一 点 
М 的 加 速度 等 于 基点 0 的 加 速度 ao 和 М 点 相对 于 基点 转动 
的 加 速度 awo 的 矢量 和 ， 而 М 点 相对 于 基点 的 运动 往往 是 
曲线 运动 ， 因 而 有 切 向 加 速度 cyo = МО + = 和 法 向 加 速度 
ayo = МО . w?。 故 平面 运动 时 刚体 内 任 一 点 М 的 加 速度 可 表示 为 
ау =40 +амо -40 +aWo +ауо (8-5) 
具体 计算 时 ， 往 往 需要 先 将 矢量 式 (8 -5) 向 恰当 选取 的 两 坐标 轴 投影 ， 然 后 求解 。 
【 例 8-5】 如 图 8.17(a) 所 示 , ЖАВ, ЖА 端 沿 水 平 轨道 运动 ，B 端 沿 铅 直 
轨道 运动 。 在 图 示 瞬 时 ， 杆 48 与 铅 直线 夹 角 为 p，4 端 具有 向 右 的 速度 mw 和 向 右 的 加 速 
度 e, ， 求 此 瞬时 B 端的 速度 和 角速度 及 杆 АВ 的 角速度 和 角 加 速度 。 
解 : НРАВ 作 平 面 运 动 ， 以 4 为 基点 分 析 点 В 的 速度 和 加 速度 。 先 进行 速度 分 析 和 计 
算 ， 以 4 为 基点 分 析 点 B 的 速度 。 由 vs =z жор Е В 的 速度 合成 图 ， 如 图 8.17(b) 所 
示 ， 由 图 可 知 












































Әр = 04 * tang, Ора = 0 /созф 
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故 杆 АВ 的 角速度 为 
| 
Wap = 


BA lcosp 
杆 АВ 转动 的 角速度 的 方向 如 图 8. 17(b) М/ж. 








% 


图 8.17 
然后 进行 加 速度 分 析 和 计算 ， 以 4 为 基点 уб, Базарна жай, 
作 点 8 的 加 速度 合成 图 ， 如 图 8.17(с) ИХ ре 


арсовф = сов а жар 
у 





Е 2 А 
ЖШ а = 0р = туң 
[со 


ав =адіапф ее» 
75 
列 сама, х ж ғ 4 
А авзтф 于 -Geosp жаз 
解 之 得 NS 下 


а wsing 
АА 








ард =арѕіпф +Q4cosp = 


所 以 ，48 杆 的 角 加 速度 为 


cosp (сов? 


ам а ising 
СВЕ 1 ЯТсовф + Reos’p 

【 例 8-6】 如 图 8.18(a) 所 示 的 半径 为 R 的 轮子 在 水 平面 上 作 纯 深 动 ， 已 知 轮 心 0 
的 速度 与 加 速度 分 别 为 w 和 ao ， 求 轮子 转动 的 角速度 和 角 加 速度 ， 并 求 轮子 与 水 平面 接 
触 点 С 的 加 速度 。 

т. 轮子 在 水 平面 上 作 纯 滚动 ， 轮 子 和 水 平面 的 接触 点 С 为 其 速度 瞬 心 。 根 据 轮 心 0 
的 速度 和 加 速度 ， 轮 子 的 角速度 和 角 加 速度 可 分 别 表示 为 














= 
“Ж 


_ 49 4 1%). 1 420 ад 


тата тка в 
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© Он 3 


С [9 8. 18 轮 的 
曲面 滚动 】 
图 8.18 


ааа ааа КС 
的 加 速度 合成 图 ， 如 图 8. 18(b) 所 示 ， 其 中 ато = Кой -及 (9 50. и. 


图 可 知 AN 
у 
ас ми = 
其 方向 垂直 向 上 。 由 此 可 知 ， 速 度 瞬 心 С 的 У, 


[98-7] 如 图 8.19(a) нй 链 机 构 。 已 知 04 =Y3r， 角 速度 为 w6。 
CD =2r， 角 速度 为 wo ， 转 向 如 图 所 示 尽 Ж 位 置 时 杆 04 与 杆 АВ ЗЕН, 杆 BC УЖ АВ 
成 120。, Н Ср/АВ, АВ = ВС = 5. 示 瞬 时 点 „урне АВ, ЖЕ ВС 的 
角速度 和 角 加 速度 。 у“ 

解 : 本 机 构 中 杆 AB сәтен ав зане ое, 必须 进行 两 次 
速度 合成 和 加 速度 合成 < 取 杆 4B 的 点 4 т 的 点 С 为 基点 。 根 据 ә = wh + vp = 
vc + орар =а; еее жа, ын мұр 合成 图 和 加 速度 合成 图 ， 如 图 8. 19(b) 、 
ІҢ 8. 19(с) 





图 8.19 
由 速度 合成 图 可 知 : 


Әр, = 由 = — VBgc * Cos30° 
Әр, = Ива = Әрсзіп309- ис 
其 中 , = Вот, 2-2 “7, деды “Т, Ордро “ғ 


解 得 
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Әр, =. орг, ив, = -Зш, Әір- За, Әрс- – 200 
再 由 加 速度 合成 图 8. 19(c) 可 知 
а,--армтар жаһсвіп309-а%ссов309 


х 


аву =ад а =а}сс0330° + а%свіп309 














中 а! = 300 + г, а" =2oi + г 
п 2 2 Ж 
авд = в" т=900 * г, ар = 8дв "ғ 
авс =whc *Г=40 "г, азс = Ес т 
解 得 
із: тА ав ай 26.3, 


2 
ав, = –900г, ав, = ‚ бар ‚ вс = л wor 


8.5 or 


在 复杂 的 机 构 中 ， 可 能 同时 包括 点 的 合成 RN 合 问题 ， 应 注意 分 
别 分 析 、 综 合 应 用 有 关 理论 。 有 时 同 и 不 同 的 方法 分 析 ， 这 时 应 经 过 分 析 、 比 








较 ， 选 用 较 简便 的 方法 求解 。 解 题 时 兽 先 变 看 懂 题 意 ， 明确 已 知 条 件 和 待 求 量 ， 然后 进行 
运动 分 析 ， 最 后 进行 速度 和 加 速度 区 的 分 1 计算 。 2. 过 几 个 例题 来 说 明 运 动 学 的 综合 
应 用 。 абду 
【 例 8-8】 如 图 8. een 圆 轮 的 半径 >=0.Sm， 杆 
014 与 轮 相 切 ， 套 简 在 边缘 用 铵 甸 和 圆 已 知 圆 轮 的 中 心 点 0 的 速度 vo = 
20m/s， 加 速度 ао Тони? , ЖЕНИ ОСА 的 第 速度 和 角 加 速度 。 
ee А 


SN 





图 8.20 


解 : 本 题 是 包括 平面 运动 和 点 的 合成 运动 的 综合 应 用 题 ， 应 分 别 采 用 相应 的 方法 
求解 。 首 先进 行 速度 分 析 和 计算 。 由 于 圆 轮 在 水 平地 面 上 作 纯 滚动 ， 圆 轮 与 地 面 的 接 
Ша C 为 其 速度 瞬 心 ,点 号 的 速度 w = оо - CB=203m/s， 方 向 垂直 于 ВС. ФЕ В 
为 动 点 ，014 УЖ, Ни, = и, +о, 作 点 B 的 速度 合成 图 ， 如 图 8.20 (а) 所 示 。 由 
图 可 知 









































и. =0,с0360° -10,/3 т/в, о, =v,sin60° -30т/в 
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杆 014 的 角速度 为 
о, о, 
wou = 万 号 = 全 =20rad/s 
1 г 


然后 进行 加 速度 分 析 和 计算 。 首 先 用 基点 法 求 轮 缘 点 В 的 加 速度 。 取 0 为 基点 ， 分 析 
В МО. Шар =ao +аво +аъо ЕВ 点 的 加 速度 图 ， 如 图 8.20(b) 所 示 。 再 以 套 简 В 
点 为 动 点 ，014 为 动 系 分 析 套 简 В 的 加 速度 。 由 于 动 系 作 定 轴 转 动 ， 由 a, =а" жа жа, «а, 
ИЕ В 点 的 加 速度 合成 图 ， 如 图 8. 20(c) 所 示 。 

由 于 套 简 刀 在 圆 轮 的 边缘 用 铵 链 与 圆 轮 相连 ， 故 有 
ао +аво +аъо =а" жас жа, жа, 


将 上 式 表示 的 矢量 方程 向 a1 方向 投影 ， 得 






































—aocos30° – ару =а". – а 
НР, ато = 02 + ОВ = 800/2, а, =20, + о, = 1200/2, 71 可 得 


ах =а -а0с0330° – аро ай 


杆 014 的 角 加 速度 为 5) 
ёол = КА «е 

[918-9] сны, тане ен АВ ПРО, В 绕 0| 轴 摆动 ， 杆 
ЕС ЕЛЕЕ БИТ С 相连 ， 滑 块 C RS 滑动 ， 如 图 8.21(a) 所 示 。 摇 杆 摆动 时 带动 
杆 ЕС 推动 钢材 。 已 知 ОА = 0852 ‚ 01B we о wo4 = 0. 5тад/з, На = 
0.2ө, 6 = lm。 求 图 示 в: ла 滑 块 C 的 绝对 i еен 018 的 速度 ，(2) 滑 
块 C 的 绝对 加 速度 和 相克 НЕЕ 01B 29 

< 2 4 





(а) 





解 : (1) 速度 分 析 。 先 分 析 杆 48， 杆 Е, АЕ, рх Вет 
如 图 8.21(a) 所 示 ， 由 图 可 知 ; vs = “04 д 8 


= АВ ИЕ: * tan30° =30 
由 于 ор =@ов * ОВ, ов = дв "АВ, ВОТ 








ӛі605 = 60° 715 ова = 0 Ss 
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(Еа 


в Ова 
оов = 0 =10rad/s， ов == Brad/s 


再 分 析 点 C， 以 滑 块 C 为 动 点 ， 动 系 固 连 于 ОВ 杆 上 ， 动 系 作 定 轴 转 动 ， 由 әд, = ve, + 
шана талы 


=0. 4m/s, ис, = 00, * соѕ 60° =0. 2т/в 


























Yes 9 = ыы 

(2) 加 速度 分 析 。 先 分 析 杆 48， 杆 АВ 作 平面 运动 ， 以 4 为 基点 ， 分 析 点 В 的 加 速 

Ж. Ша" +а} =а" жақ ча, Е В 的 加 速度 图 ， 如 图 8.21(b) 所 示 。 列 a 方向 的 投 
影 方程 





-а%сов30%-аһвіп309 = ард 


3 
ДКА Ех, "НЕЕ О, В 的 角 加 速度 为 
вов = —0. 047rad/s2 A 
再 以 滑 块 C 点 为 动 点 ， 摇 杆 018B 为 动 系 ， Ne аста, 作 点 С 的 加 速度 合成 


图 ， 1 
э Се — @к 


аса" 


式 中 ，a3 = ов * ов-2% “Еош» а = 90р" ОВ -0.02ш/8, К шай, АВ = ау А 


式 中 , ат, =20в O01C = -0. 094 ива =200в " . 069 3m/s ， 代 入 上 式 ， 可 得 滑 
块 5 的 绝对 加 速度 为 № sy 

222% №8 
АЫ ас -а,) = ж 5т/в 


nmi 7” 255 

“у ас. 518 хі ас, 
ана D,C = 0.06m/s ве, ОУ, 18852, Аз, ТНА C 相对 于 
ОВ 的 加 速度 为 








= - а жат, =0. 154т/в? 


Сл а) 


刚体 在 运动 的 过 程 中 ， 其 上 任 一 点 到 某 一 固定 平面 的 距离 保持 不 变 ， 这 种 运动 称 为 刚 
体 的 平面 运动 。 刚 体 的 平面 运动 可 简化 为 平面 图 形 在 其 自身 平面 内 的 运动 ， 平 行 于 固定 平 
面 所 截 出 的 任何 平面 图 形 都 可 代表 此 刚体 的 运动 。 
平面 图 形 的 运动 可 分 解 为 随 基点 的 平 动 和 绕 基 点 的 转动 。 平 动 为 牵连 运动 ， 它 与 基点 
的 选择 有 关 ; 转动 为 相对 运动 ， 它 与 基点 的 选择 无 关 。 平 面 图 形 绕 其 平面 内 任何 点 转动 的 
角速度 和 角 加 速度 都 相同 ， 可 以 直接 称 为 平面 图 形 的 角速度 和 角 加 速度 ， 而 无 须 指明 它们 
是 对 哪个 基点 而 言 。 

求 平面 图 形 内 一 点 的 速度 可 用 三 种 方法 ， 即 基点 法 、 速 度 瞬 心 法 和 投影 法 。 基 点 法 一 
般 选 取 速 度 已 知 的 点 作为 基点 ， 根 据 速 度 合成 定理 оу = vp + vyo 作 平行 四 边 形 ， 注 意 әу 


ас, 
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必须 是 速度 平行 四 边 形 的 对 角 线 ; 应 用 速度 投影 定理 时 ， 所 分 析 的 两 点 必须 在 同一 刚体 
上 ， 等 式 两 边 同 时 投影 ; 用 瞬 心 法 时 必须 正确 地 找 出 刚体 的 速度 瞬 心 位 置 。 意 不 同 
瞬时 刚体 有 不 同 速 度 瞬 心 ， 但 在 任 一 瞬时 ， 一 个 刚体 唯一 地 存在 一 个 速度 瞬 心 ， 它 的 位 置 
应 根据 已 知 条 件 来 确定 ， 不 能 任意 选取 。 若 某 瞬 时 速度 瞬 心 在 无 穷 远 ， 则 说 明 此 时 刚体 的 
角速度 等 于 零 ， 刚 体 作 皮 时 平 动 。 务 必 注 意 皮 时 平 动 与 刚体 平 动 是 两 个 不 同 的 概念 ， 皮 时 
平 动 时 刚体 的 角速度 为 零 ， 因 而 各 点 速度 相同 ， 但 角 加 速度 不 为 零 ， 因 而 各 点 加 速度 不 相 
同 ， 而 刚体 平 动 时 不 论 何 时 ， 各 点 都 具有 完全 相同 的 速度 和 加 速度 。 

求 平面 图 形 内 一 点 的 加 速度 一 般 只 能 用 基点 法 。 基 点 法 一 般 选 取 加 速度 已 知 的 点 作为 

点 ， 根 据 加 速度 合成 定理 Qi = ao жай +ayo 作 点 М 的 加 速度 合成 图 ， 然 后 列 投影 方 
程 。 列 投影 方程 时 尽量 避 开 不 要 求 的 未 知 量 ， 列 此 未 知 量 垂直 方向 的 投影 方程 。 

如 果 只 求解 刚体 上 某 点 速度 ， 应 选用 速度 投影 定理 或 速度 瞬 必 法 ; 如 果 要 求 角速度 ， 
则 选用 速度 瞬 心 法 较 直 观 简单 。 Ж» 


сата 


8-1 平面 图 形 在 其 平面 内 运动 ， Raman 试 判断 下 述说 
法 是 否 正确 : 


(1) 其 上 各 点 速度 在 该 豚 时 一 定 ; 
(2) 其 上 各 点 加 速度 在 该 瞬 Т 


8-2 汽车 在 弯 道 上 行驶 Шы 

8-3 人 否 将 基点 选 在 车 身上 的 一 点 ? 
为 什么 ? 
8-4 о: еш. “жадын 其 上 各 点 的 加 速度 是 否 









зик» жк 
о 平面 图 素 上 冰点 的 加 速度 在 此 两 点 连 线 上 的 投影 相等 























Сз шо 

一 、 是 非 题 (正确 的 在 括号 内 打 “V”， 错 误 的 打 “ x ”) 

1. 平面 图 形 的 角速度 与 图 形 绕 基点 转动 的 角速度 始终 相等 。 ( ) 

2. 刚体 平面 运动 可 视 为 随同 基点 的 平 动 和 绕 基 点 转动 的 合成 运动 。 ( ) 

З. 平面 图 形 上 如 已 知 某 瞬时 两 点 的 速度 为 零 ， 则 此 平面 图 形 的 瞬时 角速度 和 瞬时 角 
加 速度 一 定 为 零 。 ( ) 

4. 在 某 一 瞬时 平面 图 形 上 各 点 的 速度 大 小 都 相等 方向 都 相同 ， 则 此 平面 图 形 一 定 
作 平 动 ， 因 此 各 点 的 加 速度 也 相等 。 ( ) 

5. 车 轮 沿 直线 轨道 滚 而 不 滑 ， 某 瞬时 车 轮 与 轨道 的 接触 点 为 车 轮 的 速度 瞬 心 ， 其 速 
度 为 零 ， 故 速度 瞬 心 的 加 速度 也 为 零 。 ( ) 

6. 4 о =0 时 , 平面 图 形 上 两 点 的 加 速度 在 此 两 点 连 线 上 的 投影 相等 。 ( ) 

7. 平面 图 形 在 其 平面 内 运动 ， 某 瞬时 其 上 有 两 点 的 加 速度 矢 相 同 ， 其 上 各 点 速度 在 
该 瞬时 一 定 相 等 。 ( ) 
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二 、 填 空 题 

1. 刚体 在 运动 过 程 中 ， 其 上 任 一 点 到 某 一 固定 平面 的 距离 保持 不 变 ， 这 种 运动 称 为 
刚体 的 。 刚 体 的 平面 运动 可 简化 为 平面 图 形 在 内 的 运动 。 

2. 平面 图 形 的 运动 可 分 解 为 随 基 点 的 和 绕 基点 的 。 平 动 为 运 
动 ， 它 与 基点 的 选择 ; 转动 为 运动 ， 它 与 基点 的 选择 

3. 通常 把 平面 运动 的 角速度 和 角 加 速度 直接 称 为 的 角速度 和 角 加 速度 ， 而 无 
须 指 明 它们 是 对 哪个 基点 而 言 。 

4. 平面 图 形 上 各 点 的 加 速度 的 方向 都 指向 同一 点 ， 则 此 瞬时 平面 图 形 的 等 


ғ%. 

5. 相对 某 固 定 平面 作 平面 运动 的 刚体 ， 则 刚体 上 与 此 固定 平面 垂直 的 直线 都 
作 

三 、 选 择 是 А 

1. 正方 平面 图 形 在 其 自身 平面 内 作 平面 运动 。 емі ‚С. РЕКА 
等 ,方向 如 图 8.22 ТАК, (0) 结论 正确 。 Сы 
(А) (а) 图 、(b) 图 的 运动 都 是 可 能 的 /AT 
(В) (а) 图 、(b) 图 的 运动 都 是 不 可 AS- 
(С) 只 有 (а) 图 的 运动 是 可 能 的 


(D) 只 有 (b) 图 的 运动 是 可 能 ‹- я 
NAN 
> 

ГМ; 




















У 
ca! 





图 8.22 





2. 如 图 8.23 所 示 的 圆 盘 在 水 平面 上 无 滑动 地 滚动 ， 角 速度 о 为 常数 ， 轮 心 点 4 的 加 
速度 为 ( ) ， 轮 边 点 B 的 加 速度 为 ( ) ， 轮 与 地 面 接触 点 С 的 加 速度 为 ( )。 

(A) 0 (В) wr (С) 2w2r (0) 402г 

3. 如 图 8.24 所 示 ，( ) 图 中 动 点 在 作 加 速 运 动 。 

















7 (а) 
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4. 如 图 8.25 所 示 ， 平面图 形 上 两 点 4、B 的 加 速度 大 小 相等 ,方向 相同 ， 但 不 共 线 。 
试问 此 瞬时 平面 图 形 的 角速度 和 角 加 速度 为 ( ). 

(А) о=0, 270 (В) 020, ==0 

(С) 070, 270 (0) о=0, -0 

5. 如 图 8. 26 所 示 ， 杆 4B 作 平 面 运动 ， 图 示 瞬 时 两 点 4、B 速度 ә, ә, 的 大 小 及 方 
向 均 为 已 知 ，C、D 两 点 分 别 是 а, , ор 的 矢 端 ， 则 杆 48 上 (ЖА, ВАУ) 各 点 的 速 
度 矢 的 端点 与 直线 CD 的 关系 为 ( У 

(А) 全 部 都 在 直线 CD 上 (В) 只 有 部 分 在 直线 CD 上 

(C) 全 部 都 不 在 直线 CD 上 (D) 无 法 确定 


























图 8.25 хх 图 8. 26 
6. 四 连 杆 机 构 中 已 知 基点 4 аар ха 角速度 w ЖІЛІЛІЗЕНЕ =, 欲求 点 B 的 
加 速度 ， 画 出 加 速度 矢量 图 ， 如 图 8. т 求 加 速度 的 公式 投影 于 x、y 轴 ， 
则 ( ) 是 正确 的 。 


(A) Вне 0 ЕУ ы, 0 > 


(С) аана ашы салы АК 
> 


(D) -We 0, аз 一 a4 = 


ХХ ] 
/ 








图 8.27 【四 杆 机 构 】 
7. 图 8. 28 所 示 机 构 中 作 平 面 运动 的 构件 在 图 示 位 置 的 速度 瞬 心 是 〈 26 
(А) 50 (В) ЖА (С) 点 B (D) 无 穷 远 点 
Р В 
Ӛ А р АБ”АУАРА 
Шақ 5 ПРИ 
图 8.28 
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8. 一 刚体 作 瞬 时 平 动 ， 此 瞬时 该 刚体 上 各 点 〈 )。 
(А) 速度 和 加 速度 均 相 同 (B) 速度 相同 而 加 速度 可 能 不 相同 
(С) 速度 和 加 速度 都 不 相同 (D) 速度 不 同 而 加 速度 可 能 相同 
四 、 计 算 题 
1. 如 图 8. 29 所 示 的 两 齿 条 以 v ЖІ ә, 同方 向 运动 。 在 两 齿 条 间 夹 一 齿轮 ， 其 半径 为 
r， 求 齿轮 的 角速度 及 其 中 心 0 的 速度 。 

2. 曲柄 ОА = 17cm， 绕 定 轴 0 转动 的 角速度 wo = lrad/s， 已 知 АВ = 12ст, 
44ст, ВС =15ст, НС, рТ ЖЕНЕ 
З, НС 与 D 的 速度 。 


























BD = 
E 与 水 平滑 道 运动 。 如 图 8. 30 所 示 瞬 时 ОА 48 











~。 图 8.30 


а ж 
NS 
图 8.29 Ай. 


4. б, фа, ЗЕ С: 
曲柄 ОВ бйр -О ЗН Е, Рев, ях 在 0 轴 上 装 有 齿轮 1， 齿轮 下 的 轴 安 装 
在 连 杆 АВ 的 : 2 Ел =^ -30.5442 О.А =75ст, АВ -150ет, Ж 014 的 角速度 
wo =6rad/s。 求 当 a=60°、B=90° 时 ，0B 和 齿轮 的 角速度 。 


и НЕ АВ Т?ТТІ) ОВ, Ші 





图 8.31 


图 8.32 


5. 图 8. 33 所 示 曲 柄 ОЛ 以 角速度 о = 6rad/s 转动 ， 带 动 平板 4BC 和 摇 杆 Вр, 已 知 


ОА =100mm，4C =150mm，BC =450mm，BD =400mm， 人 4CB =90"。 设 某 瞬 时 ОА 1 АС, 
04 上 BD， 求 此 时 点 4、B、C 的 速度 及 平板 4BC ЖНЖ BD 的 角速度 。 





ee | 刚体 的 平面 运动 第 8 章 | 


6. 轮子 0 以 匀 角 速度 wo =2rad/s 转动 ， 在 图 8.34 所 示 瞬 时 ，04 铅 垂 ，BC 水 平 。 求 
此 瞬时 杆 АВ 与 杆 BC 的 角速度 和 角 加 速度 。 





图 8.33 图 8.34 


7. 半径 为 r 的 圆柱 形 深 子 沿 半径 为 R 的 圆 弧 档 纯 滚动 。 ee ВВ, 7 








中 心 С МЕЖ ос, БИЛО А атс. 求 这 时 接触 点 4 径 上 最 高 点 В 的 加 
8. 图 8.36 所 示 机 构 中 ， 曲 柄 ОЛ 以 等 角速度 wo 
示 位 置 时 L400, =90°, /ВАО- 2 ВО 0 =45 < 






УАД 且 04 = 0,В =г, 在 图 
点 B 的 加 速度 和 杆 0, В 的 角 加 





9. 在 图 8.37 所 示 机 构 中 ， 曲 柄 ОА =r， 绕 0 轴 以 等 角速度 wo 转动 ，4B -бг, ВС =3Y3r。 
求 图 示 位 置 滑 块 С 的 速度 和 加 速度 。 

10. 平面 机 构 的 曲柄 ОА 长 为 2， 以 匀 角 速度 wo 绕 О 轴 转 动 。 在 图 8. 38 所 示 位 置 时 ， 
АВ =BO， 并 且 ОА Ар, 求 此 时 套 简 D 相对 于 杆 BC 的 速度 。 




















图 8.37 
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11. 1918. 39 Аг НИНЕ Е ЕЕ О, С 绕 0, 轴 摆动 。 在 连 杆 4BD 上 装 有 两 个 
ЯН, № ВЛЕКУТ, ШИН О 则 在 摇 杆 О С 的 槽 内 滑动 。 已 知 曲柄 ОЛ = 
50mm， 绕 0 轴 以 匀 角 速度 w = 10rad/s 转动 ,在 图 示 位 置 时 ， 曲 柄 与 水 平 线 夹 角 为 
90°, 2 ОАВ =60°, ҒЗЖ Я 60°, 0,0 =70mm。 求 摇 杆 的 角速度 与 角 加 

12. 图 8. 40 所 示 机 构 中 滑 块 4 的 速度 为 常 值 ，w =0.2m/s，4B =0.4m。 试 求 当 AC = 
СВ, 0-304%, ЖС) 的 速度 与 加 速度 。 

13. 如 图 8. 41 所 示 的 机 构 中 ， 曲 柄 ОЛ -20ст, ЗН: 0,8 =100cm， 连 杆 4B = 120ст, 
柄 ОА 以 等 角 加 速度 s =5rad/s? 转动 。 试 求 当 曲柄 04 和 摇 杆 018 为 铝 直 位 置 ， 并 且 曲 
ЖА ОА 的 角速度 w=10rad/s 时 ， 点 B 和 点 С 的 加 速度 。 



































图 8.39 их ‚ 

ЖЖ 9% 
14. 平面 机 构 中 。 при 向 运动 ， 套 简 В БМВ 
接 ， 并 套 在 绕 0 ос 上, # ОС 滑动 。 已 知 4B 和 OF 两 平行 线 间 的 
垂直 距离 为 41 所 示 位 置 (y=60% В =30°, Ор = Вр) 时 杆 ОС 的 角速度 和 角 
加 速度 ， 滑 块 全 的 速度 和 加 速度 。 











图 8.41 图 8.42 


15. 如 图 8.43 所 示 ， 电 动机 带动 飞轮 以 匀 角 速 顺 时 针 转 动 ， 角 速度 о =2rrad/s， 并 
通过 连 杆 АВ 带动 可 沿 水 平 导轨 运动 的 电 锯条 。 已 知 48 =450mm， 求 当 ОА 位 于 铅 垂 位 置 
时 ,锯条 的 加 速度 ce 和 连 杆 的 角 加 速度 。 

16. 在 牛头 刨床 的 滑 道 播 杆 机 构 中 ， 曲 柄 ОА 以 匀 角 速度 oo 作 逆 时 针 转 动 ， 如 图 8.44 
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所 示 。 试 求 当 曲 柄 ОЛ 和 摇 杆 01B 处 于 水 平 位 置 时 ， 滑 块 С 的 速度 和 摇 杆 0,В 的 角速度 ， 
设 轴 0 和 О, 到 滑 块 C 之 导轨 的 距离 分 别 是 5 和 2b,04 = К, ОВ =г, ВС =4y3b/3。 


100mm 100mm 





图 8. ее 
17. 如 图 8. 451 кож ини, 卷 简 上 固 连 有 半径 为 + 
的 同 轴 鼓 轮 ， о, 绕 过 定 滑轮 并 于 下 端 悬 有 重 物 M。 设 在 
| 





已 知 瞬时 重 问 下 的 速度 wv 和 加 速度 a， 试 求 该 瞬时 卷 简 铅 直径 两 端点 C 和 B 的 加 速 


度 的 大 小 。 








图 8. 45 


18. 如 图 8. 46 所 示 的 曲柄 连 杆 机 构 中 ， 曲 柄 ОА 绕 О 轴 转 动 ， 角 速度 为 wo ， 角 加 速度 
为 so， 在 某 瞬 时 曲柄 与 水 平 间 成 60。 角 ， 而 连 杆 48 与 曲柄 ОА 垂直 。 滑 块 B ЗЕЕ 
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动 ， 此 时 半径 018 与 连 杆 48 间 成 30° 角 。 如 ОА =а, АВ=2.Ва, О.В =2a, 求 在 该 瞬时 ， 
滑 块 8 的 切 向 加 速度 和 法 向 加 速度 。 





图 8.46 
19. 04 杆 以 匀速 度 о, 绕 0 轴 转 动 ， Не 已 知 04 = 





К=10ст, АВ =20cm， 试 求 如 图 8. 47 所 示 位 置 圆 轮 的 心 的 加 速度 。 
20. 曲柄 ОА 以 恒定 的 角速度 oo =2rad/s 绕 轴 0 еды ЗЕЕ АВ 驱动 半径 为 > 的 




















轮子 在 半径 为 R 的 圆 弧 模 中 作 无 澡 动 的 滚动 。 设 Од = ЕК = 2r = 1m， 求 如 图 8. 48 所 示 
瞬时 点 В 和 点 С 的 速度 和 加 速度 。 SS 
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\ 理论 力学 seemee===== 


运动 学 只 从 几何 观点 分 析 物 体 机 械 运动 的 运动 规律 ， 不 涉及 运动 和 作用 力 之 间 的 
关系 。 

静 力 学 仅 研究 作用 在 物体 上 的 力 系 的 简化 与 平衡 问题 ， 不 涉及 物体 在 非 平 衡 力 系 
2. ЗЕӘФТәЕЛФЯШ, ӘЛФИЛАЯФАЯ А 5) Ат 

的 分 析 ， 研 究 物体 的 机 械 运动 与 作用 力 之 间 的 关系 ， 建 立 物体 机 械 运动 的 普遍 规律 。 

动力 学 的 研究 对 象 有 质点 、 质 点 系 和 刚体 。 它 是 以 牛顿 定律 为 基础 的 ， 其 主要 内 
容 包括 质点 运动 微分 方程 ， 动 力学 普遍 定理 。 它 们 是 动力 学 中 用 来 建立 数学 模型 ， 进 
行 运动 特性 分 析 的 有 力 工具 。 此 外 ， 本 篇 还 介绍 了 描述 动力 学 基本 规律 的 另 一 种 方 
法 一 一 达 朗 伯 原 理 ， 它 可 以 由 牛顿 第 二 定律 推导 而 来 ， 是 分 析 力 学 的 基础 ， 也 是 解决 
动力 学 问题 的 一 种 实用 方法 。 

工程 实际 中 存在 大 量 的 动力 学 问题 。 例 如 ， е 动力 分 析 、 高 层 结构 

和 桥梁 结构 的 风 载 与 地 震 响应 分 析 、 火 箭 的 发 射 与 运行 运动 的 稳定 性 计算 
及 机 器 人 的 动态 特性 研究 等 ， ЕКЫ аа 对 
于 解决 工程 实际 问题 具有 十 分 重要 的 意义 。 
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РУ = 
质点 动力 学 的 基本 方程 
© 


к 用 类 量 法 、 直 角 坐 标 法 、 自 然 坐 标 法 建 
人 


和 
Шак. 2 х АР 


=, < 
Ё әв. ; 和 


24. 
о ай 能 够 应 用 微 各 
分 法 求解 质点 动力 各 基本 问题 жы» 


Хы 2 


动力 学 研究 物体 的 运动 与 作用 于 物体 上 的 力 之 间 的 关系 。 动 力学 的 科学 基础 及 整个 动 
力学 的 黄 定 时 期 为 17 世纪 。17 世纪 初期 ， 意 大 利 物 理学 家 和 天 文学 家 伽利略 创立 了 惯性 
定律 ， 首 次 提出 了 加 速度 的 概念 ， 并 把 力学 建立 在 科学 实验 的 基础 上 。 他 用 实验 揭示 了 物 
质 的 惯性 原理 ， 用 物体 在 光滑 针 面 上 的 加 速 下 滑 实验 ， 揭 示 了 等 加 速 运动 规律 ， 并 认识 到 
地 面 附近 的 重力 加 速度 值 不 因 物 体 的 质量 而 异 ， 它 近似 为 一 个 常量 ， 进 而 研究 了 抛射 运动 
和 质点 运动 的 普遍 规律 。 伽 利 略 的 研究 开创 了 为 后 人 所 普遍 使 用 的 、 从 实验 出 发 又 用 实验 
验证 理论 结果 的 治学 方法 。 

17 世纪 ， 英 国 大 科学 家 牛顿 和 德国 数学 家 菜 布 尼 兹 建立 了 微 积 分 学 ， 使 动力 学 研究 
进入 了 一 个 新 新 的 时 代 。 和 牛顿 推广 了 力 的 概念 ， 引 入 了 质量 的 概念 ， 总 结 出 了 机 械 运 动 的 
三 定律 ， 英 定 了 经 典 力学 的 基础 。 他 在 1687 年 出 版 的 《自然 哲学 的 数学 原理 》 中 ， 明 确 
地 提出 了 惯性 定律 、 质 点 运动 定律 、 作 用 和 反作用 定律 、 力 的 独立 作用 定律 。 他 在 寻找 落 
体 运 动 和 天 体 运 动 的 原因 时 ,发 现 了 万 有 引力 定律 ， 并 根据 它 导 出 了 开 普 勒 定律 ， 验 证 了 
月 球 绕 地 球 转动 的 向 心 加 速度 同 重 力 加 速度 的 关系 ， 说 明了 地 球 上 的 潮汐 现象 ， 建 立 了 十 
分 严格 而 完善 的 力学 定律 体系 。 





1182 


动力 学 以 牛顿 第 二 定律 为 核心 ， 这 个 定律 指出 了 力 、 加 速度 、 质 量 三 者 间 的 关系 。 牛 
上 顿 首先 引入 了 质量 的 概念 ， 而 把 它 和 物体 的 重力 区 分 开 来 ， 说 明 物 体 的 重力 只 是 地 球 对 物 
体 的 引力 。 作 用 和 反作用 定律 建立 以 后 ， 人 们 开展 了 质点 动力 学 的 研究 。 

17 世纪 荷兰 科学 家 惠 更 斯 通过 对 择 的 观察 ， 得 到 了 地 球 重力 加 速度 ， 建 立 了 摆 的 运动 方 
程 。 惠 更 斯 又 在 研究 锥 摆 时 确立 了 离心 力 的 概念 ; 此 外 ， 他 还 提出 了 转动 惯量 的 概念 。 

以 牛顿 和 莱 布 尼 兹 所 发 明 的 微 积 分 为 工具 ， 瑞 士 数学 家 欧 拉 (L. Euler) 系统 地 研究 
了 质点 动力 学 问题 ， 并 黄 定 了 刚体 力学 的 基础 。18 世纪 欧 拉 把 牛顿 第 二 定律 推广 到 刚体 ， 
他 应 用 三 个 欧 拉 角 来 表示 刚体 绕 定点 的 角 位 移 ， 又 定义 转动 惯量 ， 并 导出 了 刚体 定点 转动 
的 运动 微分 方程 。 这 样 就 完整 地 建立 了 描述 具有 六 个 自由 度 的 刚体 普遍 运动 方程 ， 从 而 黄 
定 了 刚体 力学 的 基础 

对 动力 学 的 研究 使 人 们 掌握 了 物体 的 运动 规律 ， 并 能 够 为 人 类 进行 更 好 的 服务 。 例 
如 ， 牛 顿 发 现 了 万 有 引力 定律 ， 解 释 了 开 普 勤 定律 ， 为 近代 星际 版 狂 ， 发 射 飞行 器 考察 月 
200222 не 
Бенин аа ше Он мықынды 
балан, ваянеақлалавя, теа Ваа, илал 
ны (изо). таяние 





(d) 神 六 发 身 (e) 神 六 降落 伞 (г) 机 器 人 足球 比赛 


图 9.01 


9.1 动力 学 的 任务 








动力 学 研究 作用 于 物体 上 的 力 和 物体 运动 状态 变化 之 间 的 关系 。 在 静 力学 中 ,研究 了 
物体 的 受 力 分 析 ， 力 系 的 简化 与 平衡 ， 以 及 力 系 的 平衡 条 件 ， 而 没有 涉及 物体 受 不 平衡 力 
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系 作 用 后 物体 的 运动 。 在 运动 学 中 ,一般 只 是 从 几何 方面 研究 了 物体 的 运动 ， 如 运动 的 轨 
迹 、 速 度 和 加 速度 ， 而 未 涉及 引起 物体 运动 的 物理 因素 ， 如 物体 的 质量 和 作用 于 物体 的 力 
等 。 下 面 我 们 要 研究 的 动力 学 ， 则 要 综合 应 用 静 力 学 中 的 受 力 分 析 和 运动 学 中 的 运动 分 
析 ， 建 立 作用 于 物体 的 力 和 物体 的 运动 状态 变化 之 间 的 关系 。 
在 动力 学 中 经 常用 到 的 两 种 力学 模型 是 质点 和 质点 系 。 所 谓 质点 是 指 具 有 一 定 质量 
而 几何 形状 和 尺寸 大 小 可 以 忽略 不 计 的 物体 。 例 如 ， 在 研究 人 造 地 球 卫星 的 轨道 时 ， 卫 
星 的 形状 和 大 小 对 所 研究 的 问题 没有 什么 影响 ， 可 以 忽略 不 计 。 因 此 ， 可 将 卫星 抽象 为 
一 个 质量 集中 在 重心 的 质点 。 刚 体 平 动 时 ， 因 刚体 内 各 点 的 运动 情况 完全 相同 ， 也 可 以 
不 考虑 这 个 刚体 的 形状 和 大 小 ， 而 将 它 抽象 为 一 个 质点 来 研究 。 如 果 物 体 的 形状 和 大 小 
在 所 研究 的 问题 中 不 可 忽略 ， 则 物体 应 抽象 为 质点 系 。 所 谓 质点 系 是 指 由 许多 (可 能 有 
无 限 个 ) 相互 联系 的 质点 所 组 成 的 系统 。 在 实际 问题 中 ， am 
体 








































































































为 单个 的 质点 ， 当 不 能 抽象 为 单个 质点 时 ， 可 把 它 看 成 由 许多 组 成 的 质点 系 。 刚 
可 以 看 成 由 无 数 个 质点 组 成 的 ， Шы се 持 不 变 的 质点 系 
称 为 不 变质 点 系 。 

动力 学 的 内 容 极 丰富 ， op 断 发 展 。 动 力学 在 工程 技术 中 的 
应 用 也 极为 广泛 ， 如 各 种 机 器 вас Е 至 航天 技术 等 ， 都 要 用 到 动力 学 的 
知识 。 
а: жекеше 


ұж ны 


қалта такан, вд :是 牛顿 在 总 结 前 人 ， 特 别 是 伽利略 研究 
成 果 的 基础 记 称 为 牛顿 三 定律 2 
第 一 定律 СИНЕЕ). 质点 如 不 受 力作 用 ， 则 保持 其 运动 状态 不 变 ， 即 保持 静止 或 
作 匀 速 直线 运动 。 不 受 力作 用 (包括 受 平衡 力 系 作用 ) 的 质点 ， 其 运动 状态 保持 不 变 的 性 
质 称 为 惯性 ， 匀 速 直 线 运动 称 为 惯性 运动 。 第 一 定律 明确 指出 了 物体 运动 状态 发 生变 化 的 
原因 ， 提 出 了 惯性 的 概念 。 
第 二 定律 〈 力 与 加 速度 之 间 的 关系 的 定律 ) :质点 因 受 力作 用 而 产生 加 速度 ， 其 大 小 
Е аны ы пни еар 
作用 于 质点 的 力 的 大 小 ,加 速度 的 方向 与 力 的 方向 相同 ， 即 
та-Е (9-1) 
第 二 定律 建立 了 质点 的 质量 、 作 用 于 质点 的 力 和 质点 运动 加 速度 三 者 之 间 的 关系 ， 并 
由 此 可 直接 导出 质点 的 运动 微分 方程 ， 它 是 解决 动力 学 问题 最 根本 的 依据 。 式 (9-1) 表 
明 ， 质 点 的 质量 越 大 ， 其 运动 状态 越 不 容易 发 生 改变 ， 也 就 是 质点 的 惯性 越 大 。 因 此 ， 质 
量 是 物体 惯性 的 度量 。 
当 质点 同时 受到 几 个 力 的 作用 时 ， 式 (9-1) 中 的 下 应 为 此 汇 交 力 系 的 合力 ， 此 时 ， 
第 二 定律 可 表示 为 





















































та = УР (9-2) 
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在 国际 单位 制 (SI) 中 ,长度 、 质 量 和 时 间 的 单位 是 基本 单位 ， 分 别 取 为 m (Ж), 
ка (Тя) 和 s (#2); 力 的 单位 是 导出 单位 。 质 量 为 1kg 的 质点 ， 获 得 1m/s? 的 加 速度 
时 ， 作 用 于 该 质点 的 力 为 IN (和 牛顿) ， 旧 


1N =1kg x1m/s? 


在 精密 仪器 工业 中 ， 也 用 厘米 克 秒 制 (CGS)。 在 厘米 克 秒 制 中 ， 长 度 、 质 量 和 时 间 
的 单位 分 别 是 cm (厘米 )、g (9) ЖІ» (Ж), ， 此 时 ， 力 的 单位 是 dyn (214), ШІ 


ldyn =1gxlcmys2 























牛顿 和 达 因 的 换算 关系 是 
1N =105dyn 
第 三 定律 (作用 与 反作用 定律 ) : 两 个 物体 间 的 作用 力 与 友人 力 总 是 大 小 相等 、 方 
向 相反 、 沿 着 同一 直线 ， 且 同时 分 别 作用 在 两 个 物体 上 。 第 < 说 明了 力 的 产生 是 由 于 
两 个 物体 相互 作用 而 引起 的 。 
应 特别 指出 的 是 : 这 个 定律 不 仅 适 用 于 静止 Сд 
动 状态 的 物体 。 这 个 定律 对 于 研究 质点 系 动力 二 






















状态 的 物体 ， 而 且 同 样 适用 于 运 
有 特别 重要 的 意义 ， 它 给 出 了 质点 


系 中 各 质点 间 相 互 作用 力 的 关系 ， Шы, 点 动力 学 理论 应 用 到 质点 系 的 动力 学 
问题 。 
必须 指出 ， 以 上 提 到 的 牛顿 三 ИЦ 三 个 定律 适用 的 参考 系 称 为 


惯性 参考 系 。 在 一 ТЕЛІ КМГ 4-а ИЕ гаа 800 
物体 上 的 坐标 系 作为 惯性 参考 Ж. ығын СЕ ВНИИ, ура, ТТІ; 
范畴 内 ， 认 为 质量 是 深 间 和 时 间 是 “ 缩 对 辣 * ， 与 物体 的 运动 无 关 。 对 于 一 般 
工程 中 的 机 械 运 动 问题 ”这 用 二 典 力 学 可 以 得 到 是 够 儿 确 的 解答 。 只 是 当 物体 的 速度 接近 
И 河 典 力学 才 不 再 适用 ， 而 需要 应 用 相对 论 
АРТ ЛАВ, 人 
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ЕУ = % 
қ. 


9.3 质点 运动 微分 方程 


质点 运动 微分 方程 三 种 表示 法 


设 质点 М 的 质量 为 m， 在 诸 力 Fl Е, ~, Е, 的 作用 下 沿 曲线 运动 ， 如 图 9. 1 所 
示 。 质 点 动力 学 基本 方程 为 


та - ХЕ 
нта, 上 式 可 写 为 
42 
тіт- ХЕ (9-3) 


Ж(9-3) 称 为 质点 运动 微分 方程 的 矢量 式 。 将 式 (9-3) 投 
影 到 直角 坐标 轴 上 ， 有 





сет ПАБЕ ЖЖ 





- Хе, 


„= УЕ (9-4) 


т 4: = > Г. 
式 中 ,x、y、z 为 质点 村 的 坐标 ;2 F,、》 F，、》 下 .为 作用 于 质点 的 各 力 在 x、y、z 轴 上 
的 投影 的 代数 和 。 
Ж(9-4) 为 直角 坐标 形式 的 质点 运动 微分 方程 。 
将 式 (9 -3) 投影 到 自然 坐标 轴 上 ， 有 


Ф; 
45 Уур 
С ағ ЭХ т 42) 


2 Уур SS (9-5) 
Уд АХ 
ЗУ, ИНЫМИ р ВЕ Аз МОНЕ, о Е арза 


度 大 小 ; ХЕ. УЕ, У, К, 为 作 ASS 在 切线 、 法 线 及 副 法 线 上 的 投影 的 代数 和 。 
式 (9-5) 为 自然 坐标 形式 的 微分 方程 。 


质点 动力 学 问题 Ж 
1. 第 一 类 问题 ; 一 х; 


已 知 质点 гамын ияны. 般 说 来 是 比较 简单 的 ， 因 为 
这 类 问题 实际 个 求 导数 的 运算 。 “ 

求解 这 类 动力 学 问题 的 步 又 可 大 致 归纳 如 下 : 

(1) 选取 研究 对 象 ， 面 受 力 图 。 

(2) 分 析 运 动 ， 根 据 给 定 的 条 件 ， 分 析 某 瞬时 的 运动 情况 。 

(3) 根据 研究 对 象 的 运动 情况 ， 列 质点 的 运动 微分 方程 。 

(4) 求解 未 知 量 。 


2. 第 二 类 问题 


已 知 作用 于 质点 上 的 力 ， 求 质点 的 运动 。 求 解 这 类 问题 一 般 来 说 比较 复杂 。 一 方面 这 
类 问题 实际 上 是 一 个 求 积分 的 运算 ， 积 分 时 出 现 的 积分 常数 必须 由 质点 运动 的 初始 条 件 
(质点 的 初 位 置 和 初速 度 ) 来 确定 ， 另 一 方面 作用 于 质点 的 力 可 能 是 常 力 ， 也 可 能 是 随 
时 间 、 位 置 或 速度 变化 的 力 ， 求 解 时 还 要 根据 质点 受 力 的 不 同情 况 ， 进 行 循环 求 导 (如 
чі аа чі 便于 分 离 变 量 进行 积分 。 这 也 增加 了 第 二 类 问题 的 求解 难度 。 求 
解 第 二 类 问题 时 ， 求 解 的 步 又 和 第 一 类 问题 求解 的 步骤 基本 相同 。 

【 例 9-1】 质量 为 m 的 质点 М 在 坐标 平面 Oxy 内 运动 ， 已 知 其 运动 方程 为 x асока, 


185] 



























Д 








y=bsinwt， 其 中 a、b 和 ww 均 为 常数 , 求 质点 М 所 受到 的 力 。 
解 : 本 题 已 知 质点 的 运动 方程 ， 求 作用 于 质点 的 力 。 应 用 直角 坐标 形式 的 质点 运动 微 
分 方程 ， 可 得 质点 所 受 的 力 在 x*、y 轴 上 的 投影 的 代数 和 分 别 为 


Е 2 
> Е, = т = =- maw coswt = – то?х 
ы аг 








> Е, = т а = – тро? віп = – та?у 
【 例 9-2】 质量 为 1kg ЈМ, ЖР1=0. 3m 的 线 上 ， 线 的 另 一 端 固定 于 天 花 板 上 
的 刀 点 ， 重 物 在 水 平面 内 作 匀 速 圆周 运动 而 使 悬 线 成 为 一 圆锥 面 的 母线 ， 且 悬 线 与 铅 直线 
间 的 夹 角 恒 为 60" ， 如 图 9. 2 所 示 。 试 求 重 物 的 速度 和 线 上 的 张力 。 














УХ қ 
<> 2 К 

解 : ИМ 为 研究 对 象 X 为 分 析 如 图 9. 2 所 的 运动 轨迹 为 圆周 ， 列 自然 
坐标 形式 的 质点 运动 微分 方程 м „А 

х- т шш = 22% (а) 

A di ” 
Жж- 2 ЖЕ D> 
5” т--- Ж = = Fsin60° (Ь) 
7% 0 = Есоѕб0° - mg (е) 


由 式 (a) 可 知 ,v= 常数， 由 式 (c) ИЖ, Е = 2те =19.6N。 将 下 的 值 代入 式 (b)， 


可 得 
v= Башы. =2. lm/s 
[019-3] 如 图 9.3 所 示 的 单 摆 ， 摆 长 为 7， 摆 锤 的 质量 为 到 ， 初 始 时 将 摆 锤 拉 到 最 
大 偏 角 wo ， 然 后 无 初速 度 释放 ， 试 求 单 摆 的 运动 方程 。 
解 : 选择 摆 锤 为 研究 对 象 ， 分 析 受 力 如 图 9. 3 所 示 。 摆 锤 的 运 
动 轨迹 为 圆周 ， 列 自然 坐标 形式 的 质点 运动 微分 方程 
ma 


йа, =, У, Е, = - mgsinp, ЛЕХ, 可 得 




















ЗЕЯ Sin 

Тана 

ds_d 。 ь 得 

ў о= а= (№) -1%, 代入 上 式 ， 可 得 
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тіФф = 一 mgsinp 


由 于 gp 较 小 ，sinp=w， 上 面 的 运动 微分 方程 可 写 为 





Ф + =0 
引入 大 = га 则 上 式 可 写 为 2 +02 =0， 它 的 通 解 为 


p=Acos(kt +В) 
由 初始 条 件 ， 有 gp1 ,0 = Фо, vl ,20 = (6) 1,-o=0， 可 得 
AcosB = Фо 
= АЁзтВ =0 
МИ В =0, 4=ywo， 这 样 单 摆 的 运动 方程 可 表示 为 Ы 


Ф = п" ;oSkt < KR 


这 是 一 个 周期 函数 ， 周 期 为 7= 绎 =2 


[919-4] а Eu 
解 : 取 地 球 中 心 0 为 坐标 原点 ， Сі: 2 不妨 设 地 球 的 半径 为 R， 地 球 的 
х. 


受 力 分 析 如 图 9 4 所 示 。 


下 是 地 球 对 飞船 的 引力 ， 可 表示 


NAN 


在 地 球 的 表面 ， 为 зба), 即 有 


质量 为 M， 飞 船 的 质量 为 m。 ЫТЫ 





са Еа NS 





可 得 Ж/ А? 
Хм маё 个 
Е, 引力 可 表示 为 
И 
ж 
飞船 的 运动 微分 方程 可 表示 为 
将 上 式 改 写 为 
ао а 
dt x 
dv_dvdx_ dv jh тей 
而 jy = аара? 代入 上 式 ， 可 得 
d К° 
оо. еб 
ЕП 
И 


1871 


理论 力学 seeeee==== 





两 边 同 时 积分 ， 可 得 
и х R? 
Г = Гг -Sa 
В 
- «ав? -Т) 
欲 使 飞船 脱离 地 球 引力 范围 ， 则 当 x* 一 o И}, v=0。 取 v=0, К =6370Кт, g -9.8ш/8?, 
可 得 


w = V2gR =11.2km/s 
这 就 是 宇宙 飞船 脱离 地 球 引力 范围 所 需 的 最 小 初速 度 ， 称 为 第 二 宇宙 速度 。 
[019-5] 如 图 9.5(a) 所 示 ， 质量 为 m 的 
小 球 2 ТҮТІН 球 和 杆 一 














起 以 人 и АВ 转动 。 设 АВ =2а, 
Ш 所 受 的 力 。 


sn， 因为 4C、BC 均 
тесі 拉力 ， 则 小 球 С 的 受 力图 
(b) х ть) 所 示 。 列 直角 坐标 形式 的 质点 运 


图 9.5 у Е 方程 
Ж “ (рғ соза - Ғсрсова = - то? К 
“> 2 4 
27, “ қосады -mg=0 


式 中 , R= VL -а?, 2% cosa =, 代 қона 





[99-6] 滑翔 机 受到 大 小 为 R=kmv， 方 向 与 速度 方向 相反 的 空气 阻力 作用 ,为 
比例 系数 ，m 为 滑翔 机 质量 ,wv 为 滑翔 机 的 飞行 速度 。 在 上 =0 时 ,v= w。 试 求 滑翔 机 由 
t=0 瞬时 到 任意 时 刻 所 飞 过 的 距离 (假设 滑翔 机 是 沿 水 平 直线 方向 飞行 的 ) 。 

解 : 以 滑翔 机 初始 滑行 的 位 置 为 坐标 原点 ， 滑 翔 机 水 平 飞行 直线 为 * 轴 ， 由 题 意 列 出 
滑翔 机 的 运动 微分 方程 

















mx = – Ето 
Вр 
dv 
тас —Ати 
上 式 也 可 写成 
由 = рей 
о 
两 边 积 分 ， 可 得 
mm 二 = 下. 
% 


[188 


сема ПАБЕ Жол 


即 
и=ще-" 
МН Ч", ВНЖ 
dx=v*: dit=we 4 
两 边 再 积分 一 次 ， 可 得 滑翔 机 由 上 =0 瞬时 到 任意 时 刻 所 飞 过 的 距离 x 为 


ке (1-e-0) 


通过 以 上 几 个 例子 ， 可 以 将 求解 质点 动力 学 问题 的 一 般 解 题 步骤 归纳 如 下 : 
(1) 确定 研究 对 象 ， 并 将 其 抽象 为 质点 。 

(2) 对 研究 对 象 进行 受 力 分 析 和 运动 分 析 ， 并 画 出 其 受 力图 。 

(3) 根据 问题 的 特点 ， 选 取 适 当 的 坐标 系 ， м 


(4) 解 方程 ， 求 出 未 知 量 。 < 
Сл = =) 


2. ыҚ 运动 状态 变化 之 间 的 关系 。 
2-2. Е у нч 定律 阐明 了 质点 的 力 与 质点 运动 
ВЫХ 





变化 的 关系 ， 牛 顿 第 三 定律 上 目 互 作用 力 的 关系 。 牛顿 三 定律 是 质点 动力 学 
55 三 个 定律 适用 的 参考 系 称 。 考 系 。 2 

质点 动力 学 бекетке Хғ а 学 基本 定律 是 研究 
动力 学 的 理论 基础 ， 必 有 г 

ЖАВ Te 

第 一 类 问题 5 名 知 质点 的 运动 ， 求 о. М 求解 这 类 问题 一 般 来 说 比较 简 
№, НИНЕ Жаған, 

第 二 类 问题 ; 已 知 作用 于 质点 上 的 力 ， 求 质点 的 运动 。 这 类 问题 实际 上 是 一 个 求 积分 
的 运算 ， 积 分 时 出 现 的 积分 常数 必须 由 质点 运动 的 初始 条 件 (质点 的 初 位 置 和 初速 度 ) Ж 
确定 。 


《思考 题 》 


9-1 什么 是 惯性 ?什么 是 惯性 运动 ? 正在 作 加 速 运动 的 物体 ， 其 惯性 是 仍然 存在 还 
是 已 经 消失 了 ? 

9-2 ”质量 和 重量 在 意义 上 有 何 区 别 ? 数值 上 是 何 关系 ? 

9-3 有 两 个 质量 和 受 力 情况 完全 相同 的 质点 ， 只 是 运动 时 的 初始 条 件 不 一 样 。 试 问 
这 两 个 质点 的 运动 方程 是 否 相同 ? 

9-4 质点 在 空间 运动 ,已 知 作用 力 ， 为 求 质点 的 运动 方程 需要 几 个 运动 初始 条 件 ? 
若 质点 在 平面 内 和 运动 呢 ? 若 质点 沿 给 定 的 轨道 运动 呢 ? 

9-5 某 人 用 枪 有 瞄准 了 空中 一 悬挂 的 靶 体 。 如 在 子弹 射出 的 同时 靶 体 开始 自由 下 落 ， 
不 计 空 气 阻力 ， 问 子弹 能 否 击 中 靶 体 ? 
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Сэ ж) 

一 、 是 非 题 (正确 的 在 括号 内 打 “VM”， 错 误 的 打 “ x”) 

1. 凡是 适合 于 牛顿 三 定律 的 坐标 系 称 为 惯性 参考 系 。 

2. 一 质点 仅 受 重力 作用 在 空间 运动 时 ， 一 定 是 直线 运动 。 

3. 两 个 质量 相同 的 物体 ， 若 所 受 的 力 完全 相同 ， 则 其 运动 规律 也 相同 。 
4. 质点 的 运动 不 仅 与 其 所 受 的 力 有 关 ， 而 且 还 和 运动 的 初始 条 件 有 关 。 
5. 
6. 


























凡 运 动 的 质点 一 定 受 力 的 作用 。 
6. 质点 的 运动 方向 与 作用 于 质点 上 的 合力 方向 相同 。 
二 、 填 空 题 


1. 质点 是 指 可 以 忽略 不 计 ， 但 具有 -一定 өмі, 

2 质点 动力 学 的 基本 方程 是 ， 写 成 自然 坐标 

3. 质 点 保持 其 原 有 运动 状态 不 变 的 属性 称 为 

4. 质量 为 mn 的 质点 沿 直 线 运动 ， = 1+) ‚Ни ЛМЕ, ) 


为 常数 ， 则 作用 于 质点 上 的 力 F = 
5. 飞机 以 4 ES есі и 飞行 员 体重 为 P， 则 飞行 员 
对 座 椅 的 最 大 压 а. 

















三 、 选 择 题 RN 25 
1. 如 图 9.6 所 示 ， же: 块 4 放 在 升 Ж Б Мне а 向 上 运动 


ІМ, едені). 25 
(А) mg > Же е а) (р) 0 


2. 如 图 9.7 неді МИЕ, СЛ ЖР т, ЗНО СУ с, ШМІНЕШ: 
为 6,， Ce ПІЗ”, ұйы» 点 ， 则 物 块 的 运动 微分 方程 可 写成 ( 。 )。 


(А) х ытын 0 (В) х +200 5,) -0 
(С) # +-2(5-8,) -Е (р) # +-6(0+5,) =0 
т т 


3. 在 介质 中 上 抛 一 质量 为 т 的 小 球 ， 已 知 小 球 所 受阻 力 R= – Ко, АФЕТ 9.8 
所 示 ， 试 写 出 上 升 段 与 下 降 段 小 球 的 运动 微分 方程 。 上 升 段 ( )， 下 降 段 ( )。 

(А) мх = та - Ех (В) mx = – та + Ех 

(С) -mx = –- та - Ех (0) -тх = -тЕ Ех 





-cr КАЗАН жоқ 


四 、 计 算 题 

1. 质量 为 т 的 物体 放 在 匀速 转动 的 水 平 转台 上 ， 它 与 转轴 的 距离 为 >， 如 图 9.9 所 
示 。 设 物体 与 转台 表面 的 摩擦 系数 为 /， 求 当 物 体 不 致 因 转台 旋转 而 滑 出 时 ， 水 平台 的 最 
大 转速 。 
2. 如 图 9. 10 所 示 离 心 浇注 装置 中 ， 电 动机 带动 支撑 轮 4、B 作 同 向 转动 ， 管 模 放 在 
两 轮 上 靠 摩擦 传动 而 旋转 。 铁 水 浇 入 后 ， 将 均匀 地 紧 贴 管 模 的 内 壁 而 自动 成 型 ， 从 而 可 得 
到 质量 密实 的 管 形 铸件 。 如 已 知 管 模 内 径 刀 =400mm ， 求 管 模 的 最 低 转速 n。 


т 





ІҢ 9.10 


# 5.9 8 9. 
3. 物体 自 地 球 表面 以 速度 wm 铅 直 上 抛 。 na vi。 假定 空气 


阻力 R=mkw， 其 中 上 是 比例 常数 ， 按 数 па Е: 于 单位 质量 在 单位 速度 时 所 受 的 阻力 ，m 
是 物体 质量 ,，v 是 物体 的 速度 ， 重 大 为 不 变 


а Ено 0 09197 Ред НА ндн ална нян, „=й 
点 1 的 矢 径 。 运 动 开始 时 00,5, 初速 度 为 mW Ибо 如 图 9.11 所 示 。 求 


质点 М 的 运动 方程 。 
5. 如 图 9.12 所 条， ии 
的 夹 角 为 a。 求 物体 脱离 胶带 后 ， 在 重 的 运动 方程 








图 9.11 图 9.12 











6. 滑翔 机 受 空气 阻力 R= -kmv 作 用， 其 中 为 比例 系数 ，m 为 滑翔 机 质量 ,，v 为 滑 
翔 机 的 速度 。 在 t=0 时 ， 有 v=w， 试 求 滑翔 机 由 瞬时 +=0 到 任意 时 刻 上 所 飞 过 的 距离 
(假设 滑翔 机 是 沿 水 平 直线 飞行 的 ) 。 

7. 一 物体 质量 m =10kg， 在 变 力 =100(1 -t) N 作用 下 运动 。 设 物体 初速 度 vw = 
0.2m/s， 开 始 时 力 的 方向 与 速度 方向 相同 。 问 经 过 多 长 时 间 物 体 速 度 为 零 ? 此 前 走 了 多 少 


路 程 ? 
8. 质量 为 2kg 的 滑 块 村 在 力 F 的 作用 下 沿 杆 4B 运动 ， 杆 48 在 铅 直 平面 内 绕 4 转动 ， 
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如 图 9. 13 所 示 。 2/45 =0. 41, ф =0. 51 (5 的 单位 为 m，g 的 单位 为 rad ,1 的 单位 为 s)， 
滑 块 与 杆 АВ 的 摩擦 系数 为 /=0. 1。 试 求 1=2s 时 力 的 大 小 。 

9. 质量 为 т 的 小 球 C， 用 两 根 长 为 L 的 细 长 杆 支 持 ， 如 图 9. 14 所 示 。 球 和 杆 一 起 以 
匀 角 速度 о ЗЕТЕ АВ 转动 ,， 设 4B = 2a， 不 计 杆 自重 ， 求 各 杆 所 受 的 力 。 















И: 


10. 如 图 9. 15 所 示 ， 电 机 4 重量 为 0. 6kN， 放 在 重量 为 5kN 的 基础 上 
弹簧 的 重量 不 计 。 电 机 沿 铅 垂 线 以 规律 y Бі. 简 谐 运动 。 式 中 振幅 В =0. lcm， 周 
期 7=0.1s， 试 求 支撑 面 CD 所 受 压力 р Мем 值 。 

И. 如 图 9. 16 所 示 ， 在 三 放 有 重量 为 灰 的 物体 М, ЭВМ 

Е 


匀 加 速度 a 沿 水 平方 向 运动 。 为 使 物件 在 三 楼 体 上 处 于 对 静止 ， 试 求 a 的 最 大 值 ， 以 
及 这 时 М 5 келед када 系数 为 人 С 85 








12. 质量 为 т 的 质点 受到 已 知 力作 用 沿 直 线 运 动 ， 该 力 按 规 律 = Focoswt 变化 ， 其 
中 Fo、w 为 常数 。 当 开始 运动 时 ， 质 点 已 具有 初速 度 хо = wm ， 试 求 质点 的 运动 规律 。 
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ІОбе 
刚体 绕 定 轴 转 动 的 基本 方程 
„ж, 


< 


-学习 县 标 
通过 本 章 的 学 习 ， қазанның Әл, Жата АЖ 
轴 转 的 动力 学 基本 方程 动 微分 方程 的 应 用 Ж 


5, кзз. М ы 
нт тен 相关 的 力学 问题 ， 牢 记 简 单 刚 
体 转动 惯量 的 计算 结果 YX 
ха 


д < 人 Ж. 


刚体 定 轴 转 动 在 人 们 的 日 常生 活 和 工程 实践 中 有 相当 广泛 的 应 用 。 例 如 ， 如 图 10. 01 
所 示 ， 直 升 机 尾 旋翼 的 转速 和 桨 叶 角 的 变化 控制 直升机 的 左 转 弯 、 右 转 背 和 直 飞 ; 风力 发 
电机 利用 风力 带动 风车 叶片 旋转 ， 再 透 过 增 速 机 将 旋转 的 速度 提升 ， 来 促使 发 电机 发 电 ; 
潜水 艇 尾 装 有 螺旋 桨 和 方向 舵 ， 保 证 潜艇 航行 和 变换 航向 ; 切割 机 锯 片 的 高 速 旋转 可 进行 
切割 加 工 ; 水 车 由 于 水 的 冲力 而 使 轮子 旋转 等 ， 都 是 利用 了 刚体 定 轴 转 动 基本 方程 。 通 过 
本 章 的 学 习 ， 我 们 不 仅 可 以 掌握 刚体 定 轴 转 动 的 基础 知识 ,还 能 自觉 地 利用 刚体 定 轴 转动 
分 析 处 理 日 常生 活 和 工程 实际 中 的 一 些 问题 。 





(a) 直升机 (b) 风力 发 电 (с) 潜水 艇 
图 10.01 
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(d) 切割 机 


图 10.01 ( 续 ) 


对 于 刚体 运动 的 动力 学 问题 ， 有 的 可 以 直接 用 质点 动力 学 基本 方程 去 求解 ， 如 刚体 的 
平行 移动 有 的 则 不 能 ， 如 刚体 绕 定 轴 转 动 。 这 是 因为 刚体 的 转动 不 能 简化 为 点 的 运动 ， 
且 刚 体 的 转动 是 受 力矩 的 作用 ， 产 生 的 是 角 加 速度 。 为 解决 动 的 动力 学 问题 ， 本 章 
将 研究 作用 于 刚体 上 的 力矩 与 其 角 加 速度 间 的 关系 ， «и 动 的 动力 学 基本 方程 ， 并 介 


绍 转动 惯量 的 概念 及 计算 方法 。 “站 
10.1 刚体 绕 动力 学 基本 方程 


NAN 


| Ух» Ж» 

设 质量 为 m 的 刚体 ， 在 外 为 .RN Е, ><, Е, 作用 下 绕 z 轴 转 动 ， 某 瞬时 
的 角速度 为 ao， 角 加 速度 为 图 10.1) 。 下 面 讨论 了 角 加 速度 间 的 关系 。 

刚体 是 Е 组 成 的 不 变质 点 系 ， 现 取 其 中 质量 为 

Алене яаа 设 它 到 转轴 = 的 距离 为 ,， 所 受 外 力 的 
2/7 ФЕ, Ұлан БЕЛІ 的 合力 为 FI。 该 
Я 质点 作 变 速 圆周 运动 的 切 向 加 速度 为 of = гое, ВАВИЛОНЕ М а" = 

riw?。 根 据 质点 动力 学 基本 方程 的 自然 坐标 投影 形式 有 


Fr +Fi'=mrie (a) 

















Е" + Е!" = туго? (0) 
因为 法 向 分 力 的 作用 线 与 转轴 相交 ， 对 = 轴 的 力矩 为 零 ， 所 
: 以 式 (b) 与 所 研究 问题 无 关 。 于 是 刚体 内 各 质点 受 的 外 力 与 内 力 
о я ЖРВИ, РИАЕТ Ы НЕ, Вр 
810.1 т.(Е;) +т.(Е) = (Е + Е), =mre (с) 
再 以 整个 刚体 为 研究 对 象 ， 对 刚体 内 的 每 一 个 质点 均 可 列 出 
相应 的 式 (c) ， 然 后 求 和 ， 可 得 


У п, (Е,) + Ут. (Е) = eb mr (а) 


由 于 刚体 内 各 质点 间 的 内 力 总 是 成 对 出 现 的 ， 自 相 平衡 ， 因 此 式 (d) 中 的 内 力矩 代数 
和 为 零 ， 即 


























т 
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Ут.(Е,) =0 
式 (d) 中 的 У, min? 为 刚体 内 各 质点 的 质量 与 它 到 转轴 距离 平方 的 乘积 的 总 和 ， 令 
Ут? = 1, (0-1) 
[为 刚体 对 转轴 轴 的 转动 惯量 。 于 是 式 (d) 成 为 
У т.(Е,) -/.-- 
显然 ,刚体 内 各 质点 所 受 外 力 对 = 轴 力 矩 之 和 ,应 该 等 于 刚体 的 合 外 力矩 M.。 因 此 有 
М,-,-е (10-2) 
或 
У т,(Е) = Ј, · (10-27 


上 式 表明 ， В оъ ел в Укан. 与 刚体 对 转 
轴 的 转动 惯量 成 反比 ， 2. XG0- -2) 称 为 刚体 绕 定 轴 


转动 的 动力 学 基本 方程 。 若 将 角 加 速 = = 对 Аы ， 则 得 刚体 转动 的 微分 方 
程 为 
(5% 
Жар, ө 为 刚体 的 转角 ， oo дей 
ен 








(10-3) 


由 式 (10 -2) ГА, еЗ В, ХЕ 作用 下 ， 转 动 惯量 越 大 的 刚 
体 越 不 容易 改变 其 原 有 ,A 因此 ， е 体 转动 惯性 的 度量 。 例 如 ， 机 器 
运行 时 ， We 通常 在 转轴 上 安 惯量 较 大 的 飞轮 ， 利 用 飞轮 的 惯性 





大 的 特点 ， А: палан У 
МЈ 
10.2 Е 动 惯量 


10:221 转动 惯量 的 概念 
1 上 节 知 ， 刚 体 转动 惯量 的 定义 为 











а 
= Ут? (= 1,2,3,--,а) 
ізі 


它 是 刚体 转动 惯性 的 度量 ， 是 一 恒 正 标量 ， 其 单位 为 kg . m” (千克 . Ж2), 

由 此 定义 知 ， 刚体 的 转动 惯量 不 仅 与 其 质量 有 关 ， 还 与 质量 的 分 布 状况 及 转轴 的 位 置 
有 关 。 在 质量 相等 的 情况 下 ， 为 获得 较 大 的 转动 惯量 ， 需 将 质量 分 布 离 转轴 远 些 。 如 机 器 
上 的 飞轮 ， 其 边缘 较 厚 而 中 间 较 注 ， 转 动 动 惯 就 大 ， 相反 ， 质 量 越 靠近 转轴 ， 转 动 惯量 就 
越 小 ,如 仪器 仪表 的 指针 要 求 转 动 灵敏 ， 就 要 减 小 它 的 转动 动 惯 ， 而 将 指针 的 较 多 质量 靠 
近 转 轴 ， 并 采用 轻金属 材料 。 还 应 注意 ， 质 量 相同 而 形状 不 同 的 物体 ， 有 不 同 的 转动 惯 
量 ; 质量 和 形状 都 相同 的 两 个 物体 ， 因 转轴 的 位 置 不 同 也 有 不 同 的 转动 惯量 。 
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1022 均 质 简单 形体 的 转动 惯量 

车 刚体 的 质量 是 连续 分 布 的 ， 则 转动 惯量 公式 又 可 改写 为 如 下 形式 
Е Гат (10-4) 
利用 式 (10 -4) 就 可 将 几 种 常见 的 形状 规则 、 质 量 均 匀 刚 体 的 转动 惯量 计算 出 来 。 
1) 长 为 !， 质 量 为 т 的 均 质 直 杆 
如 图 10.2 所 示 的 均 质 直 杆 对 过 端点 0 的 = 轴 的 转动 惯量 为 


1 
Ј. = | а. 了 了 dx = Та? 

















如 图 10. 3 所 示 的 均 质 直 杆 对 过 中 上 


5 了 dv = рт. 






) 
К 
“Ж 


Ха к 
ғ. . 








图 10.3 


2) 半径 为 r， 质量 为 m 的 均 质 薄 圆 环 
如 图 10.4 所 示 的 均 质 薄 圆 环 对 中 心 轴 的 转动 惯量 为 


n 

2 2 

Jo = Жат = тг 
ЕТ 


з) 半径 为 R， 质 量 为 m 的 均 质 圆 板 
如 图 10. 5 所 示 的 均 质 圆 板 对 中 心 轴 的 转动 惯量 为 





А Ше 
= 了 mAR 


几 种 常用 的 简单 形状 物体 的 转动 惯量 可 由 表 10 —1 查 出 。 
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图 10.4 图 10.5 


表 10-1 简单 形状 均 质 物体 的 转动 惯量 
物体 形状 转动 惯量 回转 半径 物 体形 状 转动 惯量 回转 半径 
































10.2.3 转 半径 


设想 将 物体 的 全 部 质量 m 集中 于 一 点 ,使 此 点 的 质量 对 转轴 z 的 转动 惯量 等 于 该 物体 
对 同一 轴 的 转动 惯量 ， 我 们 把 此 点 到 该 转轴 的 距离 p. 称 为 物体 对 2 轴 的 回转 半径 。 于 是 
物体 的 转动 惯量 又 可 表示 为 





或 


ы. (10-5) 


回转 半径 p. 的 单位 是 m (Ж) 。 引 用 回转 半径 时 ， 要 指明 它 是 对 哪 根 轴 的 回转 半 
它 是 在 计算 转动 惯量 中 引出 的 概念 ， 不 要 与 物体 的 质心 C 到 转轴 的 距离 或 半径 相 混淆 。 几 
种 简单 形状 的 均 质 物 体 的 回转 半径 见 表 10 -1。 
10.2.4 平 行 移 轴 公式 


表 10 一 1 仅 给 出 了 刚体 对 通过 质心 轴 的 转动 惯量 。 在 工程 实际 中 ， 有 时 需要 确定 刚体 








ғ 
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对 不 通过 质心 轴 的 转动 惯量 ， 这 就 需要 利用 如 下 转动 惯量 的 平行 移 轴 定理 : 刚体 对 于 任 一 
Жа 的 转动 惯量 ， 等 于 刚体 对 与 此 轴 平 行 的 质心 轴 的 转动 惯量 J.。 ， 加 上 刚体 的 质量 与 a 
轴 到 质心 轴 zc 的 距离 4 平方 的 乘积 ， 晶 
ал, «те (10-6) 

顺便 指出 ， 和 欲求 形状 复杂 的 均 质 物体 对 某 轴 的 转动 惯量 ， 可 用 类 似 于 求 物体 质心 的 组 
合法 ， 即 将 其 分 割 成 几 个 形状 简单 、 转 动 惯量 易 求 的 物体 ， 然 后 将 各 部 分 对 同一 轴 的 转动 
惯量 相 加 即 可 ;或 将 其 看 成 某 一 完整 物体 挖 去 一 块 ， 控 去 部 分 的 质量 视 为 负 质量 ， 它 对 某 
轴 的 转动 惯量 为 负 值 ， 将 整体 和 挖 去 部 分 对 同一 轴 的 转动 惯量 代数 相 加 即 可 。 

【 例 10-1】 钟 摆 简 化 如 图 10.6 所 示 。 已 知 均 质 细 杆 和 均 质 
圆 盘 的 质量 分 别 为 mw ЖИ ть, НЕК 1, Шам а. ЖАНТ 
于 通过 悬挂 点 0 ай 

т. 钟 所 对 于 水 平 轴 0 AR 


= ж АЯ 
«ЫЎ СЕДІ 


图 10.6 ва к нь 则 


РЕА ні 












































ой 





мА | 
所 以 得 х? ТУ 
/ 


Јо = "(3 ар ғы) 


1.3 刚体 转动 动力 学 基本 方程 的 应 用 














同 质点 动力 学 基本 方程 的 应 用 一 样 ， 刚 体 转 动 的 动力 学 基本 方程 也 可 求解 动力 学 的 两 
类 问题 
已 知 转动 情况 求 力 短 ( 或 力 ) 

【 例 10-2】 在 铵 车 的 鼓 轮 上 作用 一 个 常 力 偶 ， 其 矩 为 M， 鼓 轮 半 径 为 -， 重量 为 
Р, ШІЯ10.7(а) 所 示 。 绕 在 鼓 轮 上 的 钢 绳 的 一 端 4 系 一 重量 为 2 的 重 物 ， 沿 着 与 
水 平 倾角 为 a 的 斜面 上 升 。 试 求 铵 车 以 加 速度 上 升 时 ， 需 施加 在 鼓 轮 上 的 驱动 力气 


MM。 重 物 与 斜面 间 的 滑动 摩擦 系数 为 /， 钢 强 重 量 不 计 ， 鼓 轮 可 视 为 均 质 圆柱 体 ， 系 
统 初始 静止 。 
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ў 
ІН 10.7 Т ж 
解 : (1) 先 选择 重 物 4 为 研究 对 象 ， 分 析 受 力 Хуа 10.706) 所 示 。 重 物 受到 
重力 @, 强 的 拉力 为 Fr， 斜面 的 约束 反 力 RN 作用 。 重 物 4 上升 的 加 速度 为 mi 。 
列 出 其 方程 有 ЖУ 

н УЕ, = та,, 8 NK я 
了 У Осоѕа = 0 Хы 





解 得 YY ‚25 
ж EN -о й. (а) 
由 > Е, = дв NS 


“A 5 ” 
№ ! ғ, ФИР, = 
解 得 

Еу = Qsina + Fs ба = 0( эта + /сова) 424, (ы) 

(2) 再 以 鼓 轮 为 研究 对 象 ， 分 析 受 力 和 运动 如 图 10. 7(с) 所 示 。 鼓 轮 受 到 常 力 偶 М, 
172) Р, АЕБ 0 处 约束 反 力 Po. 、Fo ， 强 的 拉力 朴 的 作用 。 鼓 轮 在 这 些 力 的 作用 下 
转动 ， 设 鼓 轮 角 加 速度 为 =， 应 用 定 轴 转 动 方程 有 
由 袜 Wo(P) = Jos, 得 








М-ғы- Р. 9 
Е г 


将 (b) 式 的 应 值 代入 (с) 式 ， 得 到 鼓 轮 上 所 需 的 驱动 力矩 为 


М = Ог( зта + /соѕа) + аа 


所 得 结果 中 的 Or( ѕіпа +fcosa) Т 2148, алг(О + Р) е 称 为 附加 动 载荷 力矩 。 
由 此 可 见 ， 提 升 绞车 在 加 速 起 动 时 ， 电 动机 输出 的 力矩 增 大 ， 起 动 电流 也 就 大 。 
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已 知 力矩 〈 或 力 ) 求 转动 情况 


【 例 10-3】 均 质 直 杆 4B 和 0D， 长 度 都 是 1， 质量 均 为 m， АН ТЖ, 
且 D 为 4B 的 中 点 ， 如 图 10. 8 所 示 。 此 丁字 杆 可 绕 过 点 0 的 固定 轴 转 动 ， 开 始 时 Ор 段 静 
止 于 水 平 位 置 。 求 杆 转 过 ф 角 时 的 角速度 和 角 加 速度 。 
Fo 解 : 选 丁字 杆 为 研究 对 象 ， 进 行 受 力 分 析 。 丁 字 杆 受到 重 
力 2mg 作用 ， 其 作用 点 为 丁字 杆 的 质心 C, 在 0 ПЫ 
ОҒ. 链 的 约束 反 力 Fo 、Fo, 的 作用 。 当 杆 0D 与 水 平 直线 的 夹 角 为 

9 时 ， 丁 字 杆 转动 的 角速度 为 w， 如 图 10.8 所 示 。 
应 用 刚体 定 轴 转动 微分 方程 ， “网 


















Jo 2 = Ум о 
式 中 ，Jo 为 丁字 杆 对 0 ви РИ 有 


Jo = 了 №. = Пар 


通过 计算 ， 可 知 质心 C 到 转轴 0 的 距离 为 0E 人 3. 八 故 有 
У Мо(Е) = 201, KY = Fmgleosp 
将 以 上 ШІ 
сулы + = Fm so 


771 
ыт хх” 
ә 18 
ОР % 
由 于 六 = ТАУЫ ну 代入 上 式 ,可 得 


ір 
фаф- 1%, рер 
两 边 积 分 ， 并 利用 初始 条 件 ， 可 得 


и % 18, 
_ [18g 
Гв» Г (7159564 




















杆 转 过 ф 角 时 的 角速度 о 为 


1. 刚体 绕 定 轴 转 动 的 动力 学 基本 方程 为 


= Ут, (Р) = Js = 124% 
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它 建立 了 作用 于 刚体 上 的 力矩 ()) 与 其 转动 状态 变化 之 间 的 关系 。 用 它 可 以 解决 转 
动 动力 学 的 两 类 问题 : 

(1) 已 知 刚体 的 转动 规律 ， 求 作用 于 刚体 的 力矩 (或 力 ) ; 

(2) 已 知 作用 于 刚体 的 力 给 (或 力 ) ， 求 刚体 的 转动 规律 。 

2. 转动 惯量 是 刚体 绕 定 轴 转 动 惯 性 的 度量 ， 表 达 式 为 


= Ўзал, = (рат 或 Л. = Мр? 


其 值 取决 于 刚体 的 质量 、 质量 的 分 布 状况 及 转轴 的 位 置 。 要 记 住 圆柱 和 杆 对 质心 轴 的 转动 惯 
量 计算 式 ， 会 用 表 10 -1， 会 用 平行 移 轴 公式 J =/, +md? 计算 刚体 对 任意 轴 的 转动 惯量 。 
3. 刚体 转动 与 质点 运动 的 动力 学 基本 方程 对 比 


质点 运动 Е 





= та; < ый е 
Кан Ху. ы 
- ; я 

а,-гғе < 





а № 
4. 在 列 转动 刚体 的 动力 学 基本 方 注意 角 加 速度 的 正 负 号 应 与 力矩 的 正 负 号 一 
致 。 若 按 “ 逆 正 顺 负 ”规则 确定 ee 5% 须 按 此 规则 代入 正 负 号 ， 否 则 
将 会 得 出 错误 的 结果 。 >И, 


ҰЖ ХА 
А” сөз СА >) 


10-1 на, з К > 所 受 的 合 外 力矩 是 否 一 定 大 ? 当 角 速度 为 
零 时 ， 所 受 的 侣 外 力矩 是 否 也 为 零 ? 合 外 力矩 的 转向 是 否 一 定 和 角速度 的 转向 一 致 ? 

10-2 若 圆 盘 和 圆 环 的 材料 、 质 量 均 相 同 ， 都 绕 各 自 的 质心 轴 转 动 ， 其 角 加 速度 也 
相同 。 试 问 作用 于 圆 盘 和 圆 环 上 的 外 力矩 是 否 相同 ?为 什么 ? 

10-3 ”质量 为 m 的 均 质 等 厚 圆 盘 ， 被 钻 掉 一 个 半径 为 r=R/4 的 孔 ， 造 成 圆 盘 的 质心 
C 偏离 圆心 0， 其 偏心 距 。= R/30。 БА]: 

(1) 带 孔 圆 盘 对 0 轴 的 回转 半径 是 否 等 于 e? 是 否 有 Jo = те? =mR/9007 

(2) 该 盘 对 0 和 0, 轴 的 转动 惯量 Jo 和 Jo 哪个 大 ? 为 什么 ? 

(3) 你 能 用 平行 移 轴 定理 计算 出 Jo 和 Ju 吗 ? 孔 钻 掉 的 质量 是 m/16。 


Сэ ж) 


一 、 是 非 题 (正确 的 在 括号 内 打 “VM”， 错 误 的 打 “ x ”) 
1. 对 某 个 定 轴 而 言 ， 内 力矩 不 会 改变 刚体 的 转动 。( 。 ”) 
2. 作用 在 定 轴 转动 刚体 上 的 力 越 大 ， 刚 体 转动 的 角 加 速度 越 大 。 (< 2 
3. ДЕЛЕ МІНЕ Ей С, МИ ӘНІ ІЗ НЕЕ. в 09 
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4. 作用 在 定 轴 转 动 刚 体 上 的 合力 矩 越 大 ， 刚 体 转动 的 角 加 速 


5. 作用 力 和 反作用 力 对 同一 轴 的 力矩 之 和 必 为 零 。 
6. 质量 相等 、 形 状 和 大 小 不 同 的 两 个 物体 ， 在 相同 力矩 的 
一 定 相等 。 


та 
Б 


越 大 。 

















(9 
с 


下 ， 它 们 的 角 加 速度 


( ) 


7. 有 两 个 力作 用 在 一 个 有 固定 转轴 的 刚体 上 ， 这 两 个 力 都 平行 于 轴 作用 时 ， 它 们 对 


轴 的 合力 矩 一 定 是 零 。 


8. 有 两 个 力作 用 在 一 个 有 固定 转轴 的 刚体 上 ， 这 两 个 力 都 垂直 于 轴 作 用 时 ， 它 们 对 


轴 的 合力 矩 可 能 是 零 。 





9. 在 对 所 有 平行 于 质心 轴 的 转动 惯量 中 ， 以 对 质心 轴 的 转动 惯量 最 大 。 



















二 、 填 空 题 
1. ЖУ т, Же № 专 动 的 回旋 半径 为 p， 


2. 半径 为 及 Я т ПВ, 
но 盘 对 圆心 0 的 转动 惯量 Jo = 


А 








) 
10. 刚体 转动 惯量 ， 只 取决 于 刚体 的 质量 ， 与 质量 的 空间 分 布 和 轴 的 位 置 无 关 。 (00) 
11. 如 图 10. 9 所 示 ， 固 结 在 转盘 上 的 均 质 杆 4B， ши = 


Тар +ли2, ЗХ т А АВ 杆 的 质量 。 93) 


С: 


( ) 
( 


惯量 为 Jo =Л + т? 


( ) 


о 





其 上 挖 去 一 个 半径 为 r= R/2 的 圆 孔 ， 如 


ее 重量 同 为 6 的 两 个 均 质 定 滑轮 ， 一 个 轮 上 通过 绳索 悬 -重量 为 @ 的 


重 物 ， 另 一 轮 上 用 一 等 于 О 的 力 拉 绳索 ， 如 图 10. 11 所 示 ， 则 图 10. 11(a) 所 示 轮 的 角 加 


速度 el = ; 图 10.11(b) 所 示 轮 的 角 加 速度 е, = 


Э 


Е 10.10 图 10. 11 


三 、 选 择 题 





(а) 


2 


1. 跨 过 滑轮 的 轮 绳 ， 一 端 系 一 重 物 ， 另 一 端 有 一 与 重 物 重量 相等 的 猴子 ， 从 静止 开 




















始 以 速度 "向 上 疏 ， 如 图 10. 12 所 示 。 若 不 计 绳 子 和 滑轮 的 
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(А) 等 于 v， 方 向 向 下 (В) 等 于 v, 方向 向 上 
(C) 不 等 于 v (D) 重 物 不 动 
2. 在 图 10. 13 +, Ол 重量 为 G， 对 0 轴 转 动 惯量 为 J， 弹 簧 的 刚性 系数 为 上 ， 杆 
在 铅 垂 位 置 时 弹簧 无 变形 ， 则 杆 微 摆动 微分 方程 为 ( 设 sing =0)。 
(А) 76 = – ка20– СЬ0 (В) 16 =ка?0 + СЬ0 


(С) -/6 --іа70-СіӨ 





(0) -/0 -іа70-610 





Р 10.12 


3. 在 图 10. 14 中 ,一 半径 为 R， 质 Ге 在 下 列 情况 下 沿 水 平面 作 纯 滚动 
М» 轮 心 作用 一 大 小 等 于 МУК 的 水 平 向 右 的 


) 轮 上 作用 一 ене 20де м 95 

名 Қар қақы кы 党 
уу 大 小 相等 АА 

Шеке 4 


) 轮 心 加 速度 相等 , 2 
轮 心 加 速度 不 相等 ,” 
萌动 摩擦 力 大 小 不 
， 滑 动 摩擦 为 关 小 - Т 


(с) 轮 心 加 速度 相逢; 

(р) 轮 心 加 速度 不 相等 

4. шн 105, 组 合体 出 均 质 级 共生 和 均 质 团 闪 组成 ， 均 质 细 长 杆 质量 为 м, 
质量 为 M, ， 半 径 为 R， 则 刚体 对 0 轴 的 转动 惯量 为 а 


长 为 L， 均 质 
图 10.15 


图 10.14 


















м 
(А) =? + MR ам, (+1)? 


(В) 10= + 1м +М, (В+)? 
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(С) Л = + MR? амыр 
3 ЖС 2 
М, 24.1 2 2 
(D) Jo=3L +> МК +М, К 
四 、 计 算 题 
1. 电动 机 制 动 用 的 闻 轮 重量 为 P( 可 视 为 均 质 圆 环 )， 以 角速度 wo 绕 轴 和 转动， 如 图 
10.16 所 示 。 已 知 闸 块 与 阅 轮 间 的 滑动 摩擦 系数 为 /， 闸 轮 的 半径 为 ">， 它 对 0 轴 的 转动 惯 
量 为 Jo =mr ， 制 动 时 间 为 w， 设 轴承 中 的 摩擦 不 计 。 求 闸 块 给 闸 轮 的 正 压力 PN。 
2. 如 图 10. 17 М/ж, БИЕ В, 、R,， 质 量 分 别 为 m, 、m,。 两 轮 用 胶带 连接 ， 
各 绕 两 平行 的 固定 轴 转 动 ， 若 在 第 一 轮 上 作用 主动 力矩 W， 在 第 二 轮 上 作用 阻力 矩 М”. 
视 圆 轮 为 均 质 圆 盘 ， 胶 带 与 轮 间 无 滑动 ， 胶 带 质量 不 计 ， 试 求 第 一 轮 的 角 加 速度 。 
3. ШЕ 10. 18 所 示 的 绞车 ， 提 升 一 重量 为 P 的 重 物 ， 在 其 击 动 上 作用 一 不 变 的 力矩 


М. 已 知 主动 轴 和 从 动 轴 的 转动 惯量 分 别 为 Л. нақ. 吊 索 缠绕 在 从 动 轮 上 ， 
А ші! 
从 动 轮 半 径 为 R， 轴 和 承 的 摩擦 力 不 计 。 试 求 重 物 的 加 
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4 ШЕ IGM9y 所 示 ， 均 质 杆 АВ ТП Т 
ЕЛЕСТЕТТІ 
度 系数 为 上， 给 小 球 以 微小 的 初 位 移 和 ， 然 后 自由 释放 ， 试 求 杆 4B 的 运动 规律 。 

5. 运送 矿石 的 卷扬机 鼓 轮 半径 为 R， 重量 为 W， 在 铺 直 平面 内 绕 水 平 轴 0 转动 ， 如 
图 10.20 所 示 。 已 知 对 0 轴 的 转动 惯量 为 Jo， 车 与 矿石 的 总 重量 为 Wi ， 作 用 于 鼓 轮 上 
的 力矩 为 W， 轨 道 的 倾角 为 w。 不 计 绳 重 及 各 处 摩 所 。 求 小 车 上 升 的 加 速度 及 绳子 的 
拉力 。 





Е 10.20 
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6. 质量 分 别 为 mi 、ms ПЕ, НЕТ Е, ЯУ ЖЕТЕ п, 
rs 并 装 在 同一 轴 的 两 鼓 轮 上 ， 如 图 10.21 所 示 。 已 知 两 鼓 轮 对 О 轴 的 转动 惯量 为 Jo ， 系 
统 在 重力 作用 下 发 生 运动 ， 求 鼓 轮 的 角 加 速度 。 
7. 如 图 10. 22 所 示 结 构 中 ， 重 物 4、B 的 质量 分 别 为 m, 和 ma ， 物 体 与 水 平面 间 的 
摩擦 系数 为 /， 鼓 轮 0 的 质量 为 M， 半 径 为 R 和 r+， 对 0 轴 的 回转 半径 分 别 为 p。 求 4 下 降 
的 加 速度 及 绳子 两 端的 拉力 。 
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115 
质心 运动 定理 与 
刚体 平面 运动 的 微 信和 
РРР ж” 


通过 本 章 的 学 习 ， делі” 必 的 基本 概念， 质心 运动 定理 与 刚体 平面 运动 
微分 方程 ， ви х 





rr 人 
а” 
%/ 学 习 要 求 -。 а е 

ЕН 掌握 质心 运动 定理 及 相应 的 守恒 定律 ， 刚 
体 平面 运动 微分 方 和 


程 ， 能 熟练 运用 这 些 定理 求解 质点 系 的 动力 学 问题 





质心 运动 定理 ， 给 出 质点 系 质心 的 运动 与 作用 力 之 间 的 关系 。 它 在 人 们 的 日 常生 活 和 
工程 实践 中 有 相当 广泛 的 应 用 。 例如， 如 图 11. 01 所 示人 台球 开 球 后 向 四 处 散 开 、 烟 花 爆炸 
后 在 空中 向 四 周 绽放 ， 绚丽 无 比 ， 其 实 它们 都 遵循 二 维和 三 维 空间 质心 守恒 ; 潜水 艇 尾 装 





(a) 台球 (b) 烟花 (с) 潜水 艇 
11.01 
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有 螺旋 桨 和 方向 舵 ， 保 证 潜艇 航行 和 变换 航向 。 因 为 刚体 的 一 般 运 动 ， 可 分 解 为 随 质 心 的 
平 动 和 绕 质 心 的 转动 ， 刚 体 平面 运动 微分 方程 可 以 解决 刚体 的 一 般 运动 问题 。 通 过 本 章 的 
学 习 ， 我 们 不 仅 可 以 掌握 质心 运动 的 基础 知识 ， 还 能 自觉 地 利用 质心 运动 定理 和 刚体 平面 
运动 微分 方程 来 分 析 、 处 理 日 常生 活 和 工程 实际 中 的 一 些 问题 。 


11.1 质心 及 质心 运动 定理 


第 9 章 介绍 了 质点 动力 学 基本 方程 ， 通 过 建立 质点 运动 微分 方程 ， 可 以 求解 质点 动力 
学 两 类 基本 问题 。 若 已 知 作用 于 质点 上 的 力 ， 则 只 需 对 其 运动 微分 方程 进行 积分 ， 应 用 初 
始 条 件 后 就 可 得 到 质点 的 运动 方程 ， 这 样 也 就 给 出 了 质点 运动 的 完整 描述 。 在 实际 问题 
中 ， 我 们 经 常 要 研究 由 有 限 个 或 无 限 个 相互 联系 的 质点 组 成 的 质 应 条 。 对 质点 系 的 动力 学 
问题 ， 原 则 上 可 对 每 个 质点 建立 其 运动 微分 方程 ， 得 到 一 企 徽 分 方 程 组 ， 然 后 应 用 质点 间 
的 约束 条 件 和 运动 初始 条 件 ， т 程 。 但 是 ， 出 于 两 方面 的 原 





























因 ， 我 们 在 求解 质点 系 动 力学 问题 时 一 般 不 采 一 方面 是 求解 微分 方程 组 在 
нк 只 能 求 出 这 类 问题 的 近似 数值 
解 。 另 一 方面 ， 实 际 问题 往往 只 ии ене 而 无 须 对 每 个 质点 
的 运动 情况 进行 分 析 。 因 此 ， 对 于 的 动力 学 问题 ， 经 常 应 用 质点 和 质点 系 总 
а а 示 。 质 心 运动 定理 与 刚体 平面 运动 微分 方程 ， 
ld х өй” тарады 质点 系 的 
动力 学 问题 。 

е.” тей 


质点 系 在 力 的 作用 下 ， 其 运动 状态 :4 Зейн 的 质量 及 其 相互 位 置 都 有 关系 ， 即 与 质点 
系 的 质量 分 布 状 >. 与 重心 坐标 相似 ， 定 义 质点 系 的 质量 中 心 и СВА 
径 为 
rc = 222 (1-1) 
所 定义 的 质心 位 置 反 映 出 质点 系 质量 分 布 的 一 种 特征 。 质 心 的 概念 及 质心 运动 在 质点 系 
(特别 是 刚体 ) 动力 学 中 具有 重要 地 位 。 计 算 质 心 时 ， 常 用 式 (11 -1) 在 直角 坐标 的 投影 
式 ， 即 
У та, У ту; У та; 


ас = Е ус = Е а == (1-2) 





出 刚才 ”质心 运动 定理 


质心 运动 定理 建立 了 质点 系 质心 的 加 速度 与 作用 在 质点 系 上 的 外 力 之 间 的 关系 。 下 面 
来 推导 这 种 关系 。 

设 有 个 质点 组 成 的 质点 系 ， 第 i 个 质点 的 质量 为 m;， 加 速度 为 a;。 外 界 物体 对 该 质 
点 的 作用 力 为 F; ， 质 点 系 内 其 他 质点 对 该 质点 的 作用 力 为 F;， 则 有 质点 的 动力 学 方程 
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та; = Е +Е; 

对 由 个 质点 组 成 的 质点 系 ， 则 以 上 的 方程 共有 个。 将 个 方程 两 端 分 别 相 加 ， 即 

У та; = Ук + Е 
根据 质心 坐标 的 二 阶 倒数 关系 ， 并 考虑 到 内 力 总 是 成 对 出 现 ， 可 相互 抵消 ， 则 得 
тас = УЕ (11-3) 
这 就 是 质心 运动 定理 ， 即 质点 系 的 质量 与 质心 加 速度 的 乘积 等 于 作用 于 质点 系 上 所 有 
外 力 的 矢量 和 (或 称 外 力主 矢 ) 。 质 心 运动 定理 实质 上 是 质点 系 动量 定理 的 另 一 种 形式 。 
形式 上 ， 质 心 运动 定理 与 质点 的 动力 学 基本 方程 ma = У ЕАН, МИ, ЖАМЕ 
动 定理 也 可 以 用 另 一 种 方式 来 表述 ， 质点 系 质心 的 运动 可 以 看 作 一 个 质点 的 运动 ， 设 想 此 
质点 集中 了 整个 质点 系 的 质量 ， аи" (1-3) 为 矢量 方 
程 ， 实 际 在 应 用 时 应 写成 投影 形式 
тас, с АЛЬ тас, = Ук, Аы; (11-4) 
由 质心 运动 定理 可 知 ， 质 点 系 的 内 力 不 影 响 质心 只 有 外 力 才能 政变 质心 的 运 
«ЕТЕНЕ ЫР 几 个 例子 说 明 如 下 ， 
Е 



































人 在 水 平地 面 上 行走 时 ， 全 靠 地 面 给 鞋 该 摩擦 力 是 作用 于 人 体 的 外 力 ， 
可 使 其 质心 获得 水 平方 向 的 加 速度 。 如 行走 ， 由 于 冰 面 给 鞋底 的 摩擦 力 较 
小 ， ЕЕ 地 面 绝对 光滑 ， 人 只 能 静止 或 做 匀速 直线 
运动。 
当 汽 车 起 动 时 ， 作 为 内 为 1 ДИАНЕ, ит 
汽车 前 进 。 那 么 汽车 依 4+ 起 动 呢 ? 原来 ， 转 时 ， 发 动机 中 的 气体 压力 
推动 气缸 内 的 活塞 ， а 1 中 的 后 轮 ) ， 迫 使 主动 轮 相 对 于 车 
нс 面 的 接触 点 A 存 问 ЗА, 于 是 地 面 在 该 点 处 对 车 轮 产 
生 向 前 的 摩 oj 该 摩擦 力 正 是 汽 Ж; 和 加 速 前 进 的 外 力 。 车 轮 的 前 轮 一 般 是 被 动 
轮 ， 它 是 被 车 二 轮轴 推动 着 向 前 滚动 的 ， 当 汽车 向 前 运动 时 ， 被 动 轮 受 到 小 量 的 向 后 
摩擦 力 F;。 该 摩擦 力 是 汽车 前 进 的 阻力 。 如 果 地 面 光 滑 ，F， 克服 不 了 汽车 前 进 的 阻力 
FFs， 那么 后 轮 将 在 原 处 转动 ， 汽 车 不 能 前 进 。 

工程 上 ， 常 用 定向 爆破 的 施工 法 来 搬 山 造田 和 平整 土地 ， 这 时 也 会 用 到 质心 运动 定 
理 。 例 如 ， 要 把 4 处 的 土石 方 抛掷 到 下 处 ， 如 图 11. 2 所 示 ， 可 采用 定向 爆破 技术 。 这 时 
可 把 被 炸 掉 的 土石 方 4 看 作 一 个 质点 系 ， 其 质心 的 运动 与 一 个 抛射 质点 的 运动 一 样 ， 这 个 
质点 的 质量 等 于 质点 系 的 全 部 质量 ， 作 用 在 这 个 质点 上 的 力 是 质点 系 中 各 质点 重力 的 
总 和 。 


























图 11.1 图 11.2 


根据 质心 运动 定理 ， 考 虑 地 形 、 地 层 结构 、 炸 药性 能 及 爆破 技术 等 因素 ， 可 合理 选取 
质心 的 初速 度 әс 的 大 小 和 方向 ， 使 大 部 分 土石 方 抛 找到 8 处 。 
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质心 运动 定量 可 知 ， 如 果 УК: = 0, Ши, = 常 矢 量 ， 即 若 作 用 于 质点 系 上 外 力 
的 矢量 和 ( 即 外 力 系 的 主 和 撩 ) 为 零 ， 则 质点 系 的 质心 作 匀 速 直线 运动 ; 若 开始 静止 ， 则 质 
心 位 置 始终 保持 不 变 。 如 果 У, К: = 0, 则 тор, = 常量 ， 即 如 果 作 用 于 质点 系 的 外 力 在 某 
轴 上 的 投影 的 代数 和 等 于 零 ， 则 质心 速度 在 该 轴 上 的 投影 保持 不 变 ; 若 开始 时 速度 投影 等 
于 零 ， 则 质心 在 该 轴 上 的 坐标 保持 不 变 。 这 个 结论 称 为 质心 运动 守恒 定律 。 

【 例 11-1】 如 图 11.3 所 示 滑 块 4 质量 为 m， 可 在 
水 平 光滑 槽 中 运动 ， 具 有 刚性 系数 为 上 的 弹簧 一 端 与 滑 4% 




















































块 相 连接 ， 另 一 端 固定 。 杆 48 长 为 了， 质量 不 计 ，4 端 / 5 тш 
与 滑 块 4 ЕНЕ, ВЕРНОН түй ӘЖ, 2 ХУ Ке 
内 可 绕 点 4 转动 。 设 在 力矩 作用 下 ， 转 动 角速度 
Ж, 初始 时 pg =0， ЖЕЛІК, ЖИ Қы ан 
规律 。 
解 : 取 整 体 为 研究 对 象 ， 受 力 如 图 137 5% 建立 图 11.3 
水 平 向 右 的 坐标 轴 Ох, КО 取 在 运 < 滑 块 4 的 质 _ 
心 上 ， 质 点 系 的 质心 坐标 为 К: 
„Хлг №, (х +lsinwt) 1, „Ж пал 
т%ту На %т 
Носа зуе, тжт))Ұс- = % Р 


му" Ж. рр: Р; 
/ ЯА т [7 
Хх” х +743 Па 
) m+m m+mi 


解 此 微分 方程 ， 并 注意 到 初始 条 件 +=0 时 , x =0， =0 
故 可 得 А 的 稳 态 解 的 运动 规律 





түю? 
YX= no 
Е-(т+т, )o- 


【 例 11-2】 均 质 杆 04 长 为 21， 重量 为 P， 可 绕 水 平 固 定 轴 0 在 铅 垂 面 内 转动 ， 如 
图 11.4 所 示 。 设 图 示 位 置 杆 的 角速度 和 角 加 速度 为 w 和 a， 杆 与 水 
平 直线 的 夹 角 为 p。 试 求 此 时 轴 0 处 的 约束 反 力 。 

Ж. 本 题 已 知 作 定 轴 转 动 杆 的 角速度 和 角 加 速度 ， 即 已 知 杆 质 
心 С 的 加 速度 ， 求 杆 所 受 约束 反 力 ， 可 以 应 用 质心 运动 定理 求解 。 

取 杆 为 研究 对 象 ， 受 力 分 析 如 图 11.4 所 示 ， 杆 受到 重力 P， 约 
东 反 力 Fo. 和 Fo, 的 作用 。 取 坐标 系 如 图 11.4 所 示 ， 由 质心 运动 定 
я, 有 
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Ты. = У Еу 
1 于 杆 作 定 轴 转动 ， 其 角速度 和 角 加 速度 为 © 和 =， 则 质心 的 加 速度 可 表示 为 

ас, = -arsinp -atcosp = — Ієѕіпф - №7 совф 

ас, = -ассовф +atsing = 一 Lecosp + Іо? ѕіпф 
代入 上 式 ， 可 得 

к —lesing – Іа? совр) = Ёо, 
2 一 Lecosp + Іо? ѕіпф) = Го, -Р 

解 得 


Ро. = -Sl(esing жш” №: «іё 


Ро, =Р- (вонр - о 


[9111-3] 如 图 11.5 所 示 的 小 船 ， 船长 为 人 
初始 时 小 船 和 人 静止 ， 人 站 立 在 船 的 最 左 端 ， 
当 人 走 到 船 的 最 右 端 时 ， Ше. 少 ? 






标 分 别 为 


% 














ужс) ПО НЯНИ желеді. 
м и. 


> 因此 
Ў Желді 


52) 
m， 船 上 有 质量 为 m 的 人 。 设 
板 向 右 行走 。 如 不 计 水 的 阻力 ， 求 


由 于 不 计 水 
-的 投影 等 于 零 。 由 于 初始 时 
让 的 坐标 保持 不 变 。 取 坐标 
走动 前 ， 人 和 船 的 质心 x 坐 
系统 质心 的 坐标 为 





=- _matmb 
га а” т +т 
от 当 人 走 到 船 的 右 端 时 ， 设 船 移 动 的 距离 为 *， 则 系 
统 质心 的 坐标 为 
т (а+1-5) ғт(5-5) 
81.5 а араны 
由 于 在 x 轴 上 的 坐标 保持 不 变 ， 即 
хс 二 多 位 




















将 ха 、x*a 的 表达 式 代 人 上 式 ， 可 得 

та +тб т, (а +1-5) +т(Ь-$) 

т +т — ту +т 
解 得 

ml 
s= 
mi +m 
应 用 质心 运动 定理 解 题 的 步骤 如 下 : 








(1) 选取 研究 对 象 ， 分 析 受 力 ( 画 出 质点 系 所 受 全 部 外 力 ， 包 括 主动 力 和 约束 反 力 ) 。 
(2) 如 果 外 力主 矢 等 于 零 ， 或 外 力 在 某 轴 上 的 投影 为 零 ， 则 应 用 质心 运动 守恒 定理 求 
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解 。 若 初始 静止 ， 则 质心 的 坐标 保持 不 变 。 分 别 计算 两 个 时 刻 质 心 的 坐标 〈 用 各 质点 的 坐 
标 表 示 ) ， 令 其 相等 ， 即 可 求 出 所 要 求 的 某 质 点 位 移 。 

(3) 如 果 外 力主 矢 不 等 于 零 ， 若 已 知 质心 的 运动 规律 ， 先 求 出 质心 加 速度 ， 然 后 应 
质心 运动 定理 求 未 知 力 (一 般 为 约束 反 力 ); 若 已 知 作用 于 质点 系 的 外 力 ， 先 计算 质心 坐 
标 ， 然 后 应 用 质心 运动 定理 求 某 质 点 的 运动 规律 。 


















































11.2 刚体 平面 运动 微分 方程 


由 于 质点 系 〈 或 刚体 ) 的 平面 运动 可 分 解 为 随 质心 的 平 动 
与 相对 质心 的 转动 ， 刚 体 平面 运动 微分 方程 只 需 分 别 建立 以 上 2 
两 种 运动 的 运动 微分 方程 。 如 图 11.6 所 示 的 刚体 作 平面 运动 人 
在 平面 坐标 系 内 的 位 置 可 以 其 内 的 一 条 直线 СА 来 确定 .小 
定 直线 СА 的 位 置 ， 只 需 确 定点 C о с 
ХЕВИН Ел За ЭОЕ МО СА 的 














АТАЛЫПТЫ ТТТ АН ЙИНЕ УАР, - 
程 ， 来 求解 。 这 样 ， ТТТ шш 


刚体 平面 运动 微分 方程 可 写 为 У 二 


写成 投影 形 
成 投影 形式 | SN 
! У У тс > я 

Хх» me Ак (1-6) 

Jc2 = У Me(F) 

式 中 ，Jc 为 刚体 对 通过 质心 С 上 且 与 运动 平面 垂直 的 轴 的 转动 惯量 ;，o 为 其 角速度 。 

【 例 11-4】 半径 为 -， 质量 为 m 的 均 质 圆 轮 沿 水 平 直线 作 纯 滚动 ， 如 图 11. 7 所 示 。 
设 圆 轮 的 惯性 半径 为 pc， 作 用 在 圆 轮 上 的 力 偶 矩 为 W。 求 轮 心 的 加 速度 。 如 果 圆 轮 对 地 面 
的 静 摩 探 系数 为 A， 问 力 偶 矩 М 必须 符合 什么 条 件 才 能 使 圆 轮 不 滑动 ? 

解 : 取 圆 轮 为 研究 对 象 。 作 用 在 圆 轮 上 的 外 力 有 重 物 的 重量 mg， 地 面 对 圆 轮 的 正 
压力 Fs， 滑动 摩擦 力 F8， 以 及 作用 在 圆 轮 上 的 力 偶 矩 W， 
如 图 11. 7 所 示 。 根 据 刚 体 平面 运动 的 微分 方程 可 列 出 如 下 
三 个 方程 



































тас = ЕЁ 

тасу = AN 一 mg 

тр: ё=М-Е г 
9 ас, =ас, ас, =0， 根 据 圆 轮 滚 而 不 滑 的 条 件 ， 有 ac = 
图 11.7 re。 联 立 求解 得 
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理论 力学 -nn 
下 =mac，FN =тЕ 
Мг 
т(ррағ)” 
Р(рё+г) 
г 
ЕАСИ, БЖ РР = 上 人 mg。 于 是 圆 轮 滚 而 不 滑 的 条 件 为 


+12 
Mfmg аш 


[0111-5] ТТТ т 
子 轴 心 为 4， 2... 对 轴 心 4 的 转动 惯量 为 /1,。C、4、B 在 同 
一 铅 直线 上 。 问 : (1) 轮子 只 滚 不 滑 时 ,， 若 mm 为 已 知 ， е ны 
ву И 中 均 已 知 ， 则 轮子 的 动量 又 为 多 少 ? AS 
解 : (1) 当 轮 子 只 AR 轮子 角 速 


度 为 : өз 质心 C 的 


SYS 
ЕЎ вс (кже) 


а= 


М = 




















е: 
图 11.8 қаз Р- тос 5 пке) 
(2) ёғин, Жа, 由 we= хаб 得 C 的 速度 大 小 为 ve ео + 
о е, дак + ЖЕ 
Р=тис ХЫ. е) 


(Яп я қылт» жент, Әжі 0% 
动 的 圆柱 体 在 认 所 的 另 一 端 绕 在 圆柱 体 有 上 ， 如 图 11，9 所 示 。 不 计 摩擦 及 绳子 自重 。 
求 ，(1) 圆柱 体 妃 下 降 时 质心 的 加 速度 (2) 著 在 圆柱 体 4 上 作用 一 逆 时 针 转 向 前 转生 
M， 试 间 在 什么 条 件 下 国 往 体 的 质心 将 上 升 。 

解 : 分 别 取 轮 4 和 8B 为 研究 对 象 ， 受 力 如 图 11. 10 所 示 。 


\ ғ, \ 
о 5 C Ев 
Е; 
а 


Е 11.9 图 11.10 


轮 4 作 定 轴 转 动 ， 轮 В 作 平面 运动 。 对 轮 4 应 用 刚体 定 轴 转 动 微分 方程 ， 有 
Jaea=Fr er (a) 
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对 轮 B 应 用 平面 运动 微分 方程 ， 有 
РБ Ра, (ы) 











Мер- рот (с) 
Ж, уе, деле, ВВ В 的 运动 学 分 析 可 知 :ap =ac Фа = (ва жең) 
代入 后 求解 可 得 到 圆柱 体 B 下降 时 质心 的 加 速度 





ав = 了 
若 在 4 轮 上 作用 一 逆 时 针 转 矩 М, ЖОО А 和 В 为 研究 对 象 ， 受 力 如 图 11. 11 所 
示 。 同 上 面 的 分 析 相 似 ， 分 别 列 两 轮 的 动力 学 微分 方程 。 


对 于 4 轮 有 
(d) 

в 办 动力 学 方程 仍 为 式 (bj ,th ғ, БДР =, в = (ва +вь) +, 
АГУР 5 下 ee Ха. 


NA ав к + 
ма, <0 аа ышы 
【 例 11 -7】 一 均 质 深 子 质量 为 m， 半 径 为 -， 放 在 粗 烽 的 水 平地 面 上 ， 如 图 11. 12(а) 
所 示 。 在 滚 子 的 鼓 轮 上 绕 以 绳子 ， 其 上 作用 有 常 力 了， 方向 与 水 平 线 成 w 角 。 鼓 轮 的 半径 
Ма, ЖЕНИ С 的 回转 半径 为 p， 作 只 滚 不 滑 的 运动 ， 试 求 滚 子 С 的 加 速度 。 











(а) (Ы) 
В 1.12 


解 : 深 子 作 平 面 运动 。 可 应 用 平面 运动 微分 方程 进行 求解 。 选 深 子 为 研究 对 象 ， 受 力 
分 析 如 图 11. 12(b) 所 示 。 其 上 作用 有 重力 mg 和 常 力 T， 地 面 的 约束 反 力 Еу 和 Fs。 应 
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\ ЕЛЕНГЕН 




















平面 运动 微分 方程 ， 可 得 
т: ас, = Тсоза Ғ; 
тр? -е= Е -г-Т-а 
ЖЕГЕН, АЛЕНЕ СЫ 
ас, 





联 立 求解 以 上 方程 ， 可 得 滚 子 С 的 加 速度 cc。 
_ Тг (тсоѕа -а) 
“от (ғ +р?) 


Ст 89 $ 


质心 运动 定理 建立 了 作用 于 物体 的 外 力 与 质心 运动 өз 特别 适合 于 求解 


ас. 


已 知 质心 运动 求 外 力 ， 或 已 知 外 力求 质心 运动 规律 的 家 于 那些 不 受 外 力 或 外 力 在 某 
轴 上 的 投影 为 零 的 质点 系 动力 学 问题 ， 则 适宜 用 质 导 运动 守恒 定律 来 求解 。 

刚体 平面 运动 可 分 解 为 刚体 随 基点 的 平 点 的 转动 ， 列 刚体 平面 运动 微分 方程 
时 应 注意 这 里 的 基点 必须 是 质心 ， Е 


Кез 2. 


1-1 刚体 受 一 Қ Хаттан: ai 
п-2 може НЕХ, 

12-3 АСЕ И ЕН? 为 什么 ? 

2-4 DO 种 时 ， 其 基点 必须 是 质心? 


Сэ» 题 》 


一 、 是 非 题 (正确 的 在 括号 内 打 “V”， 错 误 的 打 “ x”) 

1. 内 力 虽 不 影响 质点 系 质心 的 运动 ,但 质点 系 内 各 质点 的 运动 却 与 内 力 有 关 。 ( 

2. 若 质点 系 所 受 的 外 力 的 主 失 等 于 零 ， 则 其 质心 坐标 保持 不 变 。 ( 

3. 若 质 点 系 所 受 的 外 力 的 主 矢 等 于 零 ， 则 其 质心 运动 的 速度 保持 不 变 。 ( 

4. 平面 运动 刚体 所 受 外 力 对 质心 的 主 矩 等 于 零 ， 则 刚体 只 能 作 平 动 ; 若 所 受 外 力 昌 
主 矢 等 于 零 ， 刚 体 只 能 作 绕 质心 的 转动 。 ( 














) 
=, дем 
1. 质心 位 置 反映 出 质点 系 的 一 种 特征 。 
2. 若 质点 系 所 受 外 力 的 矢量 和 等 于 零 ， 则 质点 系 的 和 保持 不 变 。 
3. 如 果 作用 于 质点 系 的 外 力 在 某 轴 上 的 投影 的 代数 和 等 于 零 ， 则 质心 速度 在 该 轴 上 
的 投影 ， 若 开始 时 速度 投影 等 于 零 ， 则 质心 在 “上 的 坐标 保持 不 变 。 
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三 、 选 择 题 

1. 如 图 11. 13 所 示 的 均 质 圆 盘 质 量 为 m， 半 径 为 R， 初 始 角 速度 为 wo ， 不 计 阻 力 ， 若 
不 再 施加 主动 力 ， 轮 子 以 后 的 运动 状态 是 ( ) 运动 。 

(A) 减速 (B) 加 速 (C) 匀速 (D) 不 能 确定 

2. 均 质 等 腰 直 角 三 角 板 ， 开 始 时 直立 于 光滑 的 水 平面 上 ， 如 图 11. 14 所 示 。 给 它 一 个 
微小 扰动 让 其 无 初速 度 倒 下 ， 问 其 重心 的 运动 轨迹 是 ( 22 

(А) 椭圆 (В) ЖАН (С) 铅 垂直 线 (0) 抛物 线 











Ви. 13 ; 
3. 人 人 不 
(А) 作用 于 质点 系 的 所 有 主动 力 的 矢量 和 往 为 零 
(В) 作用 于 质点 系 的 所 有 外 力 的 夭 уж 


(с) 作用 于 质点 系 的 所 有 主动 力 的 闪 量 和 便 为 零 ， 且 质 心 初速 度 为 零 
0) НЯНИ 闫 量 和 恒 为 零 ， ариз 
я. ням 


1 Ше. а м 径 为 2 Rm 在 其 光 
ЛТ зил, 26 А ВОЗА 


ч ттк 两 者 静止 ， 且 质心 在 同一 水 平 线 上 。 如 
将 圆 盘 无 初速 ие 求 圆 简 的 位 移 。 

2. 在 图 上 所 示 的 曲柄 滑 块 机 构 中 i 曲柄 ОА 以 匀 角 速度 ө 绕 О 轴 转 动 。 开 始 时 ， 
曲柄 ОА 水 平 向 右 。 已 知 曲柄 重量 为 P| ， 滑 块 4 重量 为 P,， 滑 杆 重 量 为 P;， 曲 柄 的 重心 
ТЕ ОА 的 中 点 , В. ОА =L， 滑 杆 的 重心 在 点 C， 且 BC =1/2. ЖЖ, 

(1) 机 构 质 量 中 心 的 运动 方程 ; 

(2) 作用 在 点 0 的 最 大 水 平 力 。 

3. 如 图 11. 17 所 示 ， 长 为 1 的 均 质 杆 48， 直 立 在 光滑 的 水 平面 上 。 求 它 从 铅 直 位 置 
无 初速 地 倒 下 时 ， 端 点 4 相对 图 示 坐 标 系 的 轨迹 方程 。 








图 11.15 图 11.16 
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4. 如 图 11. 18 所 示 重 量 为 P 的 电机 放 在 光滑 的 水 平面 地 基 上 ; 长 为 21， 重量 为 G 的 
均 质 杆 的 一 端 与 电机 轴 垂 直 地 固 结 ， 另 一 端 则 焊 上 一 重量 为 W 的 重 物 。 设 电机 转动 的 角 
速度 为 w， 试 求 : 

(1) 电机 的 水 平 运动 方程 ; 

(2) 如 果 电 机 外 壳 用 螺栓 固定 在 基础 上 ， 则 作用 于 螺栓 的 最 大 水 平 力 为 多 少 ? 




















图 11.17 Жо 


л 8 
5. 如 图 11. 19 所 示 的 物体 4 和 B 的 质量 分 别 是 т, 跨 过 滑轮 C 的 不 可 伸 长 
的 绳索 相连 ， 这 两 个 物体 可 沿 直角 三 棱柱 的 光滑 у :棱柱 的 底面 DE 则 放 在 光 
滑 水 平面 上 。 设 三 :棱柱 的 质量 为 т, Нт= ке т 初 瞬 时 系统 处 于 静止 。 试 求 物体 
А 降落 高 度 h=10cm 时 ， 三 棱柱 沿 水 平 索 和 滑轮 的 质量 不 计 。 
6. 如 图 11. 20 所 示 机 构 中 ， 鼓 轮 A 月 (oe ， 转 轴 0 为 其 质心 。 重 物 В 的 质量 为 wo， 
重 物 C 的 质量 为 ть 。 斜面 光滑 ， ық = 求 0 处 的 约束 反 力 。 





7. 如 图 11.21 所 示 ， 质 量 为 m 的 平台 АВ 放 在 水 平面 上 ,平台 与 水 平面 间 的 动 摩擦 
系数 为 广 质量 为 m, 的 小 车 D 由 绞车 拖 动 ， 相 对 于 平台 运动 规律 为 =, 其 中 为 已 
知 常数 。 不 计 绞 车 的 质量 ， 求 平台 的 加 速度 。 

8. 如 图 11.22 所 示 ， 用 相同 材料 做 成 的 均 质 杆 4C 和 BC ЕТЕ н C 连接 。 已 知 
АС =25cm，BC =40cm。 处 于 铅 直面 内 的 各 杆 从 СС, =24cm 处 静止 释放 。 当 4、B、C 运动 
到 位 于 同一 直线 上 时 , 求 杆 端 4、B 各 自 沿 光滑 水 平面 的 位 移 s。 和 sp。 















































с 
Q 


x 
3 





图 11.21 图 11.22 
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9. ЖИА 质量 为 m, ， 系 在 绳子 上 ， 绳 子 跨 过 不 计 质 量 的 固定 滑轮 D， 并 绕 在 鼓 轮 В 
上 EE， 如 图 11. 23 所 示 。 由 于 重 物 下 降 带 动 了 轮 C， 使 它 沿 水 平 轨道 滚动 而 不 滑动 。 设 鼓 轮 
半径 为 -， 轮 C 的 半径 为 R， 两 者 固 连 在 一 起 ， 总 质量 为 m, ， 对 于 其 水 平 轴 0 的 回转 半径 
Ур. КАЈА 下降 的 加 速度 及 轮 С 与 地 面 接触 点 处 的 静摩擦 力 。 


























о 


图 11.23 


10. 均 质 圆柱 体 4 的 质量 为 m， 在 外 圆 上 绕 以 细 绳 о 定 不 动 ， 如 图 11. 24 
所 示 。 当 BC 铅 垂 时 圆柱 下 降 ， 其 初速 度 为 零 。 ка 9 轴 心 降落 了 高 度 有 时 轴 心 的 
速度 和 绳子 的 张力 。 

11. 均 质 实心 圆柱 体 4 ЖІ В 的 质 上 Si r， 两 者 用 杆 АВ ЕЕ, 26 
滑动 地 沿 斜面 深 下 ,斜面 与 水 平面 的 夹 "АЧ 11. 25 所 示 。 а - 杆 的 质量 ， 求 杆 
АВ 的 加 速度 和 杆 的 内 力 。 и 























12. 如 图 11. 26 д, ЕЛДИН НА 0, 45 К, 放 在 倾角 为 60° 的 斜面 上 ， 一 绳 
绕 在 圆柱 体 上 ， 其 一 端 固定 在 4 点 ， 此 绳 与 4 点 相连 部 分 与 斜面 平行 。 若 圆柱 体 与 斜面 间 


动 摩 控 系 数 为 /= 十。 试 求 质心 С 沿 斜面 落下 的 加 速度 。 
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13. 如 图 11.27 所 示 ， 板 的 质量 为 m, ， 受 水 平 力 F 作用 ， 沿 水 平面 运动 ， 板 与 平面 间 
的 动 摩擦 系数 为 /。 在 板 上 放 一 质量 为 m, 的 均 质 实心 圆柱 体 ， 此 圆柱 体 在 板 上 只 滚动 不 滑 
动 ， 试 求 板 的 加 速度 。 

14. 如 图 11. 28 所 示 的 均 质 杆 АВ 长 度 为 L， 重 量 为 G， 杆 上 的 D 点 靠 在 光滑 支撑 上 ， 
杆 与 铅 垂 线 的 夹 角 为 ag， 由 静止 将 杆 释放 。 求 此 时 丁 对 支撑 的 压力 及 杆 重心 С 的 加 速度 
( 设 CD=a)。 











图 11.27 
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动能 定理 


‚ № 
е, < 
-学习 目标 Ne 
通过 本 章 的 学 习 ， 要 求学 生 了 解 功 、 动 负 基本 概念 ， 质 点 系 (包括 刚体 ) 动 
能 计算 ， 变 力 做 功 计算 ， Wo пив 律 。 


,%9- 


ж 
-学 习 要 求 -。 Хы, 


аа „и 

мрн: қалтада 会 计算 质点 系 的 动能 ， 特 别 
是 平 动 刚体 、 定 轴 转 动 网 平面 运动 刚体 的 навии аЬ, 能 
够 应 用 这 些 定理 求解 质点 外 ы ай 


и pn. 


动力 学 的 能 量 方法 始 于 1669 年 患 更 斯 在 研究 碰撞 问题 时 得 到 活力 (动能 的 两 倍 ) Ф 
豆 。1686 年 ， 菜 布 尼 效 建立 动能 定理 的 骏 形 ， 导 出 活力 一 动能 的 早期 原型 (动能 的 两 
+) 变化 与 力 按 距离 作用 的 关系 。1807 年 ， 杨 首先 使 用 了 “能 量 ”一 词 。 动 能 定理 的 现 
代 形式 是 在 19 世纪 20 年 代 由 科 里 奥 利 明确 引入 功 的 概念 后 建立 的 。1842 年 ， 迈 尔 提出 能 
量 守恒 与 转化 的 基本 思想 。 

能 量 守恒 与 转化 定律 是 国际 性 的 发 展 。 早 在 1644 年 ， 笛 卡尔 在 《哲学 原理 》 一 书 中 ， 
4... 提出 了 宇宙 运动 的 总 量 是 恒定 的 思想 。 尽 管 当时 还 只 
限于 哲学 论述 ， 没 有 自然 科学 的 充分 证 明 ， 但 毕竟 是 第 一 个 明确 的 运动 不 灭 原理 。19 世 
纪 ， ее, 焦耳 、 克 罗 夫 、 柯 尔 丁 、 赫 尔 姆 霍 英 等 ， 通 过 不 同 途径 ， 发 
现 、 证 明了 能 量 守恒 定律 ， 使 运动 不 灭 原理 获得 自然 科学 的 表述 。 

1842 年 ， 德 国医 生 远 尔 发 表 的 《 论 无 机 界 的 力 》 一 文 ， 在 科学 史上 首先 论述 了 能 
量 守恒 原理 ， 并 第 一 次 提出 了 热 工 当量 的 概念 。1845 年 迈 尔 在 《生物 界 的 运动 和 物质 
新 陈 代 谢 的 联系 》 一文 中， 论述 了 机 械 能 、 热 能 、 化 学 能 、 电 磁 能 、 光 和 辐射 能 的 转 
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化 ， 把 能 量 守恒 与 转化 看 作 支 配 宇宙 的 普遍 规律 。 不 过 他 只 是 从 生物 体 的 能 量变 化 方 
面 ， 对 “无 不 生 有 ， 有 不 变 无 ”的 哲学 思想 做 了 展开 ， 因 此 受到 科学 界 的 歧视 而 未 能 
被 承认 。 

与 迈 尔 同时 ,英国 实 验 物理 学 家 焦耳 ， 立 足 于 提高 莱 汽 机 热效率 的 工程 传统 ， 从 1833 
年 到 1878 年 ， 前 前 后 后 做 了 四 十 年 实验 ， 致 力 于 精确 测定 热 工 当量 来 证 明 能 量 守恒 原理 。 
1843 年 8 月 ， 他 在 英国 科学 促进 协会 上 宣读 的 论文 《 论 磁 电 的 热效应 和 机 械 值 》 提 出 了 
“自然 界 的 力量 是 不 能 毁灭 的 ， 哪 里 消灭 了 机 械 功 ， 总 能 得 到 相当 的 热 ”"。 这 个 见解 在 当时 
并 未 引起 人 们 的 重视 。1845 一 1850 年 ， 焦 耳 反复 进行 了 科学 史上 有 名 的 搅拌 实验 ， 精 确 测 
定 了 机 械 功 直接 转化 为 热 的 当量 为 428. Кр + ш/Кса|. 1849 年 6 月 ,他 写 了 一 篇 总 结 性 论 
文 《 论 热 的 机 械 当 量 》， 交 给 英国 皇家 学 会 。 至 此 ， 焦 耳 的 观点 才 被 大 多 数 人 接受 

德国 物理 学 家 赫 尔 姆 霍 蒋 从 永 动机 不 可 能 思想 着 眼 ， 对 能 量 守恒 的 数学 表述 和 普遍 性 
做 出 了 重要 贡献 。 他 根据 能 量 守 恒定 律 ， 论 证 了 字 宙 总 能 最 守 懂 的 原理。 他 从 v= ДО 
推 革 出 mgh = 二 mi， 并 建议 用 二 mn и 个 划时代 的 发 现 。 他 建立 

1 


了 能 量 守恒 定律 的 数学 表达 式 ， 即 热力 学 第 一 定 847 年 所 写 的 《 论 力 的 守恒 》 
=, .... 
МЕРЕ нева 学 过 本 章 之 后 ， 你 会 





对 蹦床 、 射 箭 、 举 重 [图 12.01(a (e) ] 等 体育 运动 包含 着 功 和 能 的 相互 转换 
问题 ; 美丽 的 喷泉 、 水 电站 、 ме а. 12.01(f)] 是 否 也 可 以 应 用 动 
Ca петр “М вн 时 中 的 许多 问题 会 有 更 深 的 
理解 。 





(a) 蹦床 运动 (b) 射箭 比赛 





(а) 美丽 的 喷泉 (Р) 定 滑轮 机 构 
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12.1 ин 























动量 和 动能 都 是 机 械 运 动 的 量度 ， 每 一 种 量度 适用 于 一 定 的 范围 。 不 同 于 动量 定理 ， 
动能 定理 是 从 能 量 的 角度 描述 质点 (或 质点 系 ) 运动 与 受 力 之 间 的 关系 ， 即 质点 (或 质 
点 系 ) 动能 的 改变 与 力 的 功 之 间 的 关系 。 

力 对 位 移 的 积累 效应 用 力 的 功 来 度量 。 功 是 衡量 力学 性 能 的 一 项 重要 指标 。 作 用 于 质 
点 上 的 力 在 一 段 路 程 中 的 功 ， 是 力 沿 此 路 程 的 积累 效应 的 度量 ， 其 大 小 等 于 力 和 其 作用 点 
位 移 的 标量 积 。 
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Р 
设 质点 М Е Е 的 作用 下 沿 直 线 从 NR М 
ям 运动 到 点 M, 有 一 位 移 s， 如 图 12.1 м д: 




































所 示 ， 则 力 所 做 的 功 为 а ана шысы 
ТУ = Ғзсоза (12-1) қ \ М 5 
式 中 ，a ЛЕ ЈЕ 5 之 间 х А Е ч 
的 夹 角 。 式 (12 -1) 可 写成 NS 图 12.1 [ 常 力 做 办] 
$4) У 


/-Е-8 50; ; 
Ж а <90°Н4, №>0, еек, 当 a > 90°], қ шал; 34 а =90°Н{, 17-0, 
力 不 做 功 或 做 功 为 零 。 功 是 代数 量 ， 功 的 单位 是 1 Ма. пета, 


жХУ 
ВЕЧЕ Е 的 作用 下 沿 曲 线 运动 ， 如 图 12. 2 
所 示 。 由 于 是 变 力 ， 因 而 把 ММ, 分 成 无 数 微小 的 位 移 ， 
于 是 力 在 微小 位 移 dr 中 所 做 的 功 称 为 力 的 元 功 ， 即 


6W=F .dr (12-3) Ш 
作用 于 物体 的 力 使 物体 从 点 М, 移动 到 M,， 3 ЕД 
在 此 位 移 过 程 中 做 的 功 为 男 


м, My ж 
图 12.2 А - | е - ПОРТ 【 变 力 做 功 ] 
м м 


ТРЕ=Еі+Е, ј + Е.К, 4ғ-ахі + 4) + ак, Ш 























м, 
и. = | (Fdx + Еду + Е.) (12-4) 
м, 
125193 常见 力 的 功 


1. 重力 的 功 


设 质点 М 的 重力 为 mg， 沿 曲线 由 М, 运动 到 M,， 如 图 12. 3 所 示 。 因 为 重力 在 三 个 坐 
标 轴 上 的 投影 分 别 为 忆 = Р, =0, Е. = -mg， 故 由 式 (12 一 4) 得 
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м, 
Ws =], = тей: = – та(25 – 1) = mg(zl -2,) = mgh (12-5) 
м, 


式 中 ,hh 为 质点 始点 位 置 М, 与 终点 位 置 M 的 
高 度 差 。 
重力 的 功 等 于 质点 的 重量 与 质点 始末 位 置 高 
‚ ” 度 差 的 乘积 ， 与 质点 运动 的 路 径 无 关 。 若 质点 下 
КЕ, 重力 的 功 为 正 ; 若 质 点 上 升 ， 重力 的 功 为 负 。 
对 于 质点 系 ， 重力 的 功 等 于 各 质点 的 重力 
功 的 和 ， 即 


Ер ХУ» = У отав (zi -20) 
而 тес = > т.т = > тұ, № г са 入 


ХУ: = mg(za ” (12-6) 














2. 弹力 的 功 


设 有 一 根 刚度 系数 为 大， 自由 长 为 % НУ 
固定 于 点 0， 另 一 端 与 物体 相连 接 ， a 
物体 由 М, 移动 到 М, 过 程 中 ， м. 

弹性 力 为 








弹性 力 的 元 功 %% 
SW = рка tr- ы. 2. 
由 于 r „№. г) =? == rd 人 о) 
代入 上 式 ， 可 得 


图 12.4 


8/--Е(г-1,)4(г-1) 
м п р Я А 
Wiz = Г, aw = а) = (и)? (002) 
引入 д, =т= 0, 8 = – 16 分 别 为 两 位 置 М, 和 М, 弹簧 的 变形 ， 则 
Wa = 和 (8 -63) (12-7) 


3. 定 轴 转 动 刚体 上 作用 力 的 功 


设 定 轴 转 动 刚体 上 一 点 处 作用 力 ， 如 图 12.5 所 示 。 刚 体 转 过 dg， 作用 于 定 轴 转动 
刚体 上 力 的 元 功 可 表示 为 





SW= Fcosg > 45 = Fecosg > Каф 
而 М.(Е) = FRcosg， 故 元 功 又 可 表示 为 
5 =М.4Ф 
刚体 由 初始 位 置 wm 转 到 о. 时 ， 作 用 于 定 轴 转动 刚体 上 力 所 做 的 功 可 表示 为 
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= ІК Ж [ude 


当 М, 为 常数 时 ， 上 式 可 表示 为 
М> =М. ($5 -91) (12-8) 
如 果 作用 在 转动 刚体 上 的 是 常 力 偶 ， 而 力 偶 的 作用 面 与 转轴 
垂直 ， 功 的 计算 仍 按 式 (12 -8) 。 

【 例 12-1】 质量 m=10kg 的 物体 ， 放 在 倾角 о =30* 的 斜面 上 ， 
刚度 系数 为 上 = 100Nm 的 弹簧 系 住 ， 如 图 12.6 所 示 。 斜 面 与 物 
Ар Е = 0.2， 试 求 物 体 由 弹簧 原 长 位 置 Wo 沿 斜面 运动 
到 м, 时 ， 作 用 于 物体 上 的 各 力 在 路 程 s=0. 5m 上 的 功 及 合力 的 功 。 

解 : 取 物 体 м 为 研究 对 象 ， 作 用 于 M 上 的 有 重力 mg、 和 斜面 的 
法 向 反 力 Еу, ВЈ ЕМЧ Е, 各 力 所 做 的 功 及 合力 的 功 
We = mgssin30° = (10 х9.8 х0.5 х0/ 4.5) 
е К 
Wi шалық we а 
И; = 8 -8) = 3% ы 





















































Е 12.5 





0.52) 1 =- 12.51 


у- Ут, аата 





12.2 质点 和 质点 系 的 动能 


12.2.1 质点 的 动能 


设 质 量 为 m 的 质点 ， 某 瞬时 的 速度 大 小 为 vw， 则 质点 质量 与 其 速度 平方 乘积 的 一 半 ， 


称 为 质点 在 该 瞬时 的 动能 ， 以 了 表示 ， 即 
т-1т/ (12-9) 
由 式 (12-9) 可 知 ,动能 是 一 个 永 为 正 值 的 标量 ， 其 单位 是 (焦耳 ) ， 与 功 的 单位 相同 
12.22 质点 系 的 动能 
质点 系 内 各 质点 动能 的 总 和 为 质点 系 的 动能 ， 记 作 
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- У тт? (12-10) 
刚体 是 由 无 数 质点 组 成 的 质点 系 。 刚 体 作 不 同 的 运动 时 ， 各 质点 的 速度 分 布 不 同 ， 刚 
体 的 动能 应 按照 刚体 的 运动 形式 来 计算 。 
1. 刚体 平 动 的 动能 
刚体 平 动 时 ， 其 内 各 质点 的 瞬时 速度 т Ж 可 得 
7 = Ул = 22”, = ут 2 (12-11) 
А, т = У т, 为 刚体 的 质量 ， 即 作 平 动 Se em 
乘积 的 一 半 。 用 


2. 定 轴 转 动 刚体 的 动能 


刚体 绕 固定 轴 转 动 ， га 如 图 12.7 示 。 刚 体 





ЗЕ 内 任 一 点 的 质量 为 т, 离 为 r;,， 速 度 大 小 为 v = wr; 
由 式 (12-10) 可 得 


Т = Кз ХУ" (ло)? = а Ут 
即 QA 
>И, ху 


= 








Ж 
5%; Р (12-12) 
жы» х,у; трна, таман 
Шола ыы 与 其 角速度 平方 乘积 的 一 半 。 


3. 平面 i 的 动能 分 


刚体 作 平 商 运动 ， 其 质量 为 m， 某 瞬时 的 速度 瞬 心 为 P， 质 心 
为 C， 角 速度 为 w， 如 图 12.8 所 示 。 此 时 可 视 刚 体 绕 瞬 心 轴 转 动 ， 
由 式 (12-12) 得 


1 
= 了 Jp 


т, Л, 是 刚体 对 于 瞬时 轴 的 转动 惯量 。 如 点 С 为 刚体 的 质心 
根据 转动 惯量 的 平行 移 轴 定 理 ， 有 
图 12.8 
т- о? =? жут (12-13) 

式 中 ，ye 为 刚体 对 于 质心 的 转动 惯量 ;vc 为 质心 的 速度 。 即 作 平 面 运 动 刚体 的 动能 ， 等 
于 随 质 心平 动 的 动能 与 绕 质心 转动 的 动能 的 和 。 

【 例 12-2】 ЖТА 的 质量 为 m， 沿 倾角 为 a 的 斜面 作 纯 深 动 ， 深 子 借 绳子 跨 过 滑轮 В 
连接 质量 为 т 的 物体 ， 如 图 12.9 РГ. ЖА БН НА, РН, РУБЛИ 
盘 ， 此 瞬时 物体 的 速度 为 w， 绳 不 可 伸 长 ， 质 量 不 计 ， 求 系统 的 动能 。 
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解 : 取 系统 为 研究 对 象 ， 其 中 重 物 作 平 动 ， 滑 轮作 定 轴 转 


动 ， 滚 子 作 平面 运动 ， 系 统 的 动能 为 FT 
Т-іт + а? + тй +11? Ы | Ші 
ж) 








2 
нша ЖЖ, Жи тон, == то, ЛЕ 





图 12.9 
式 得 
ПЕШ em 1 2 
Т= ти + хет х + ти + 本 XI х= [отр +т 
7” 2 
1.3 动能 定理 


ТЕЕЕ свеза ху 


牛顿 第 二 定律 可 表示 为 RNa 


即 | ха. 
Бытие” УА 
WW «(тнг ви (12-14) 
(12-14) 称 为 质点 动能 定理 的 微分 形式 ， 即 质点 动能 的 增 量 等 于 作用 于 质点 的 力 
的 元 功 。 两 边 同时 积分 ， 可 得 
Ра) = Гу 
ә” 2 м, 


即 


1т4-ітй = (12-15) 
式 (12 -15) 称 为 质点 动能 定理 的 积分 形式 ， 即 质点 由 初始 位 置 运动 到 终了 位 置 质点 


动能 的 改变 等 于 作用 于 质点 的 力 在 这 段位 移 上 所 做 的 功 。 





























12 32 ”质点 系 的 动能 定理 
对 于 由 个 质点 组 成 的 质点 系 ， 对 第 i 个 质点 ， 有 动能 定理 
(Bm ев, 


将 以 上 nn 个 方程 两 边 相 加 ， 可 得 
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即 
ат = У ӛр, (12-16) 


ігі 
20012-16) 称 为 质点 系 的 动能 定理 的 微分 形式 ， 即 质点 系 的 动能 的 增 量 ， 等 于 作用 
于 质点 系 全 部 力 所 做 的 元 功 的 和 。 两 边 同 时 积分 ， 可 得 


т, п 
Гат = [ar 
即 
si 
ey HO ,hd жі 
改变 量 等 于 作用 于 质点 系 的 全 部 力 在 这 段 过 程 中 所 做 态 多 和 
理想 约束 及 内 力 的 功 
1, 理想 约束 у 
И РИ с ЕНЕНЕ, ВИЖ 
РТ ТУТТА ть ед т 
ео, 4 功 。 
2. 内 力 的 功 5х”) ‚у 
А. „5, 
пета Па ын еа, паласе, жне 
发 动机 的 气 全 内 气体 对 活塞 和 气缸 的 作用 力 都 是 内 力 ， 内 力 功 的 和 不 等 于 零 ， 内 力 的 功 使 
汽车 的 动能 增加 。 但 在 少数 情况 下 ， 内 力 所 做 功 的 和 等 于 零 。 例 如 ， 刚 体内 两 质点 相互 作 
用 的 力 是 内 力 ， 两 力 大 小 相等 、 方 向 相反 。 因 为 刚体 上 任意 西点 的 距离 保持 不 变 ， 沿 这 机 
点 连 线 的 位 移 必定 相等 ， 其 中 一 力 做 正 功 ， 另 一 力 做 负 功 ， 这 一 对 力 所 做 的 功 的 和 等 于 
零 。 所 以 ， 刚 体 所 有 内 力 做 功 之 和 等 于 零 。 


(12-17) 











(9112-31 ЧЕРИ БЕЛУ 
力 偶 ， 其 矩 为 WM， 鼓 轮 半径 为 r， 重 量 为 己 ， 
如 图 12. 10 所 示 。 绕 在 鼓 轮 上 的 钢 绳 的 一 端 4 
系 一 重量 为 Q 的 重 物 ， 沿 着 与 水 平 倾角 为 a 
的 斜面 上 升 。 试 求 贸 车 的 鼓 轮转 过 角 时 重 物 
上 升 的 速度 与 加 速度 。 重 物 与 斜面 间 的 滑动 摩 
1210 擦 系数 为 /， 钢 绳 重量 不 计 ， 鼓 轮 可 视 为 均 质 
圆柱 体 ， 系 统 初始 静止 。 

解 : 选择 重 物 4 和 鼓 轮 组 成 的 系统 为 研究 对 象 ， 分 析 受 力 和 运动 如 图 12. 10 所 示 。 系 
统 受 到 常 力 偶 М, ЕЛІРЯІО, МЕНЕЕ 0 处 约束 反 力 Fo, 、Fo ， 斜 面 的 约束 反 力 Еу, 
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速度 为 = 




















。 系 统 在 这 些 力 的 作用 下 使 鼓 轮 转动 
， 重 物 4 上 升 的 速度 为 v ， 
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设 鼓 轮转 过 ф 角 时 其 角速度 为 a， 角 加 
加 速度 为 a 。 应 用 质点 系 的 动能 定理 有 
Т,-Т, = ХР, (а) 
于 系统 初始 静止 ， 故 有 
Т, =0 
铵 车 的 鼓 轮 转 过 ф 角 时 о. 
Жо Фо ГИР. 460, (ЕР,1%9 
шаны” 24 =7 267° 12 = (+ 477 本 
铵 车 的 鼓 轮转 过 ф 角 时 ， 系 统 所 受 全 部 力 做 功 为 
> М, = Мф - Озта • rp - Юсоза :rp 
= (М - Orsina ыны 
代入 式 (a) 有 № 
(22+ 9) и =(м- Orsi өледі» b) 
即 可 求 得 重 物 上 升 的 速度 w 
и =2 ЛИ- Э) аф 
对 式 (D) талан, 可 得 хи 
(ім ГМИ (М- Qrsina 
ыы. жү Хх А 
2(М- Огзи 4 rcosa ) 
a 
ВЗА 
【 例 12- ке 
ЖЕРІМЕ К, Жуту, 
分 布 。 
s 时 的 速度 


偶 М 的 作用 下 将 圆柱 沿 斜坡 上 拉 ， 已 知 鼓 
量 分 布 在 轮 上 ; 圆柱 的 半径 为 尺 ， 质 量 为 m ， 质 量 均匀 
设 斜坡 的 倾角 为 9， а 系统 从 静止 开始 运动 ， 求 圆柱 中 心 C 经 过 路 程 





解 : 选择 
统 受到 常 力 偶 


圆柱 C 和 鼓 轮 组 成 的 系统 为 研究 对 象 
в, 的 作用 。 系 
速度 为 w 








， 分 析 受 
Кин 和 тв, ЕЕЕ 0 ИВЕ Е, 
圆柱 的 角速度 为 ， 





力 和 运动 如 图 12. 11 所 示 。 系 

1 下 0 ， 和 斜面 的 约束 反 力 

日。 系统 在 这 些 力 的 作用 下 使 鼓 轮 转动 ， 设 圆柱 中 心 С 经 过 路 程 ЕН 
度 为 n, ， 其 质心 C 上 升 的 速度 为 w 。 应 用 质点 系 的 悦 


能 定理 有 
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Т,-7, = УР, (а) 
于 系统 初始 静止 ， 故 有 
Т, -0 
圆柱 中 心 С 经 过 路 程 * 时 系统 的 动能 为 
1 ПЕК ТӨР” 
Т, = 本 /ooi % сөз шы ыу 
1 И Е 
= ymRio? + 本 让 ao + ту 
2 2 
1: ра В “221 
=" (в) +48 (р) + 





1 1 
= т рт + уту 


"76у ву 
圆柱 中 心 C 经 过 路 程 * 时 ,系统 所 受 全 部 力 做 功 为 XK 


> Я, = Мұ -mgsin0*s = Co 


代入 式 (a) ， 有 е 
х чамин 
тот %3т,) 2 


即 可 求 得 圆柱 中 心 C 上 升 的 速度 S ах 
УС = mgR SO 
у 2815 
22 3 Gm 


+ 

[#1 12-5] НИЖНИЕ 12. 12(а) о МЕНЕ АВ =4r，C 
НЕМ, ЖЕНИ ЕЕ — ЖАН i 和 连 杆 皆 为 均 质 杆 ， 质 量 分 别 为 mi 、 
тз. NM 二 清 世 的 质量 和 各 处 的 摩擦 力 ， 求 曲 栖 转 过 一 
周 时 的 角速度 








图 12.12 
解 : 取 曲 柄 连 杆 机 构 为 研究 对 象 ， 初 瞬时 系统 静止 ，7, =0， 当 曲柄 转 过 一 周 后 ， 连 
杆 的 速度 瞬 心 在 В 点 ， 其 速度 分 布 如 图 12. 12(b) 所 示 ， 系 统 的 动能 为 
Т,- Лоо + Ути + Јод =й туг + 1 туй, 十 хт х (4г)205 (а) 
连 杆 4B 作 平面 运动 ， 在 图 12. 12(b) 所 示 瞬 时 В 点 为 其 速度 瞬 心 ， 故 有 





2772 


Va ғау _ 


Bap 4r 4 





Da - 
代入 式 (a) ， 可 得 曲柄 转 过 一 周 时 系统 的 动能 
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Т,- т, + nm) аз 








,有 


т жт,)Ғо)-0-2лМ 











解 得 


【 
Уп, 


作用 下 产生 运动 ， 求 鼓 轮 的 角 加 速度 。 








柄 转 过 一 周 时 的 角速度 w 
2 ЗлМ 


ор = 一 
гут +ть 





柄 转 过 一 周 ， 重 力 的 功 为 零 ， 转 矩 的 功 为 2rM， 由 质点 系 的 动能 定理 有 - Т) = 


例 12-6】 质量 为 m т, 的 两 重 物 ， 分 别 挂 在 两 条 绳子 上 ， 绳 子 又 分 别 绕 在 半径 
,并 装 在 同一 轴 的 两 鼓 轮 上 。 РИИ Jo， 系 统 在 重力 的 


解 : 取 整 体 为 研究 对 象 ， 受 力 分 析 如 图 12. 13 所 示 。 


ә, В 


于 系统 初始 静止 ， 


豆花 绕 转轴 转 过 p 角度 时 ， анау 
2 т +9 + Fm 5 өлер “(ті + туг к. 


СЕНЕН ЕЛ о 角度 时 ， те т, «ее еп" 
做 功 的 和 为 


研究 整体 ， 假 设 鼓 轮 绕 转轴 转 过 gp 角度 时 ，4 ть > 





物 块 的 速度 为 加， 鼓 轮 的 角速度 为 w， SS 


ж 





Ут, = = 5 е «Р = (тің, К. “gp 


2% 


由 质点 系 的 动 17, 7 = Ум, 可 种、 


1 2 2 
(тіл +т в + Ју)? = (тип, -mr) > аф 


两 边 同 时 对 时 间 求 导 ， 并 注意 到 pg =w，w =s， 可 得 鼓 轮 的 角 加 速度 


通过 本 例 的 分 析 可 见 ， 对 某 些 动力 学 问题 ， 有 时 可 用 不 同 的 方法 来 求解 。 最 后 选用 哪 
种 方法 ， 要 结合 具体 的 问题 而 定 ， 最 好 选择 一 种 较 简便 的 方法 ， 这 样 可 简化 计算 过 程 。 

应 用 动能 定理 的 解 题 步 又 一 般 如 下 : 

(1) 根据 题 意 ,恰当 选取 研究 对 象 。 由 于 在 理想 约束 情况 下 约束 反 力 不 做 功 ， 应 用 动 
能 定理 时 往往 取 整 个 系统 为 研究 对 象 。 

(2) 对 研究 对 象 进行 受 力 分 析 和 运动 分 析 ， 以 便 为 计算 力 的 功 和 动能 打 好 基础 。 


тігі “ту” 
B=— 
ти + ту +Л 






































(3) 计算 动能 。 根 据 系统 的 运动 情况 分 析 系 统 的 动能 ， 注 意 动 能 计算 中 用 到 的 速度 是 


绝对 速度 。 








(4) 计算 力 的 功 。 分 析 哪 些 力 不 做 功 ， 哪 些 力 做 功 ， 并 计算 做 了 多 少 功 。 除 注意 力 做 
功 的 正 负 值 外 ， 还 应 注意 内 力 的 功 。 
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(5) 应 用 动能 定理 求解 所 需要 的 未 知 量 。 如 要 计算 加 速度 (包括 角 加 速度 ) ， 一 般 在 
应 用 动能 定理 后 ， 在 方程 两 端 同时 对 时 间 求 导 而 求 得 。 


12.4 功率、 功率 方 程 及 机 械 效率 


ЕЖЕН >» 


工程 中 , 不仅 要 计算 功 ， 而 且 要 知道 在 一 定时 间 内 做 了 多 少 功 。 力 在 单位 时 间 内 做 的 
功 称 为 功率 。 它 是 衡量 力学 性 能 的 一 项 重要 指标 。 

设 作用 于 质点 上 的 力 为 F， 在 dt шаны ы; ыы v， 则 功率 Р 
可 表示 为 

















Р= = Е. Фр. к (12-18) 
(12-18) Ж; рась юж, «өзе 速度 方向 上 的 投影 与 速度 的 乘 
限 。 功 率 的 单位 是 W (瓦特 ) ，1W = ШИ. А 
如 果 功 是 用 力矩 (ИН) 计算 的 ， Аъла Маф 的 关系 式 有 


р ЧР Мо (12-19) 
Ж(12-19) 表明 : ЕН ӘНЕ 1-22 (в ій 的 功率 ， 等 于 力 对 轴 的 矩 
(或 力 偶 矩 ) 与 刚体 转动 角 带 庆 的 乘积 。 ках 


х= 
вела) 


取 质 点 арылы поа, А8 
至- Ўр = Рал 一 已 有 用 - Ржу (12-20) 
Жар, Ра, ЖОЙ АЛ; Ру ЯН, ОВЕН 920%, Рд ЕЛІ 
率 ， 即 由 于 摩擦 和 碰撞 损耗 的 功率 。 

(2-20) 称 为 功率 方程 ， 即 质点 系 的 动能 对 时 间 的 一 阶 导数 ， 等 于 作用 于 质点 系 
的 所 有 力 的 功率 的 代数 和 。 式 (12 -20) 也 可 改写 为 























ат 
Рал = Раң +, + 人 无用 


1243 机械 效率 
在 工程 中 ,把 有 效 功率 与 输入 功率 的 比值 称 为 机 器 的 机 械 效率 ， 用 n 表示 ， 即 
Рух 
а 100% (12-21) 





式 中 ， 有 效 功率 Рура = Рун аш 。 可 见 ， 机 械 效率 ?了 表明 机 器 对 输入 功率 的 有 效 利用 程 
度 ， мИинеититанана 一 般 情 况 下 7<1。 
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12.5 势力 场 、 位 能 及 机 械 能 守恒 定律 


ЛА ҰЛУ 


若 质点 在 空间 所 受 力 的 大 小 和 方向 完全 由 质点 在 空间 的 位 置 决定 ， 则 此 空间 称 为 力 
场 ， 质 点 所 受 的 力 称 为 场 力 。 质 点 在 力 场 中 运动 ， 作 用 于 质点 上 的 场 力 要 做 功 。 若 场 力 所 
做 的 功 只 与 质点 运动 的 初始 和 终止 位 置 有 关 ， 而 与 质点 经 过 的 路 程 无 关 ， 则 此 力 场 称 为 势 
力 场 或 保守 力 场 ， 质 点 所 受 的 力 称 为 有 势力 或 保守 力 。 


12.5.2 位 能 


在 势力 场 中 ， 物体 从 位 置 W 运动 到 任 选 的 位 置 Mo ， бк 所 做 的 功 称 为 物体 在 点 М 
相对 于 点 Wo 的 位 能 。 用 了 表示 


v= Е. “-П е фу + Fdz) (12-22) 
Ў ағ = 0 


Ио 
ОЕ, м, песна деші жў 





点 Wo 的 位 能 





1. 重力 位 能 ЖЖ сий 
在 重力 场 中 ， 设 坐标 轴 如 图 12. м. Қ 各 坐标 轴 上 的 投影 为 P, =0, Р, =0, 
Р, = -mg ти» 则 点 以 的 位 能 为 
v= (= mp) = ища -щ) (12-23) 
2. 弹性 力 位 能 


设 弹 簧 的 一 端 固定 ， 另 一 端 与 物体 连接 ， 如 图 12. 15 所 示 。 弹 簧 的 刚度 系数 为 上 4， 取 
Mo 为 零 位 能 点 ， 则 点 М 的 位 能 为 





7 аа 
= 上 (-імік- (8-8) (12-24) 


若 以 自然 位 置 为 零 位 能 点 ， 即 6, -0, у= 748° 





12.14 В 12. 15 
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质点 系 在 某 瞬 时 的 动能 和 位 能 的 代数 和 称 为 机 械 能 。 设 质点 系 在 运动 过 程 中 的 初始 和 
终止 瞬时 的 动能 分 别 为 7 、7, ， 所 受 力 在 这 过 程 中 所 做 的 功 为 Wi ， 根 据 动能 定理 有 





Т =Т= 
如 系统 运动 中 ， 只 有 有 势力 做 功 ， 而 有 势力 的 功 可 用 位 能 计算 ， 即 
Ир =И-И, 
故 
Т,-Ті-М,-/|-Ү; 
移 项 后 得 


Т,«У,-Т,«У, А (12-25) 
(12-15) 就 是 机 械 能 守恒 定律 的 数学 表达 式 ， к 势力 作用 下 运动 ， 
% 

















其 机 械 能 保持 不 变 。 







【 例 12 -7】 重量 为 为 R 的 均 质 圆柱 形 深 子 可 沿 
与 水 平成 倾角 а 的 斜 动 的 滚动 ， 如 图 12.16 所 示 。 在 
深 子 中 心 C 连接 一 出 НЕМ, ПЛАНЕ АЕ 
Е, Ы y 试 求 深 子 中 心 C 沿 斜面 经 过 路 程 ; 时 的 
图 12.16 жа 为 研究 对 象 。 Б. 
ані) ЕАН р -机械 能 守恒 问题 。 因 为 初 
Wi ҚЖА ха. 
‚ тим, зи 
д ) Т, -0, һерул = 
алнан 位 能 的 零 位 能 位 置 ， 于 是 初始 和 终止 的 位 能 为 
7 И =0, 1-2 ( ~ Wsina) 
根据 机 械 能 守恒 定律 7 +И, =Т, +И,, Я 
3W ,1 A 
0 Е қты %(-Шззіпа) 
解 得 深 子 中 心 С 沿 斜 面 经 过 路 程 * 时 的 速度 大 小 为 


ты 2gs(2Wsina - ks) 
Е 37 








1.6 动力 学 普遍 定理 的 综合 应 用 


质点 和 质点 系 动力 学 普遍 定理 可 分 为 两 类 : 动量 定理 、 定 轴 转 动 微分 方程 及 平面 运动 
微分 方程 属于 一 类 ， 动 能 定理 属于 另 一 类 。 两 者 都 用 于 研究 机 械 运动 ， 但 各 有 各 的 特点 。 
动量 定理 (质心 运动 定理 ) 主要 用 于 已 知 运动 求 约束 反 力 ; 定 轴 转动 微分 方程 、 平 面 运 动 
微分 方程 和 动能 定理 主要 用 于 已 知 作用 力求 运动 。 若 遇 到 已 知 主动 力 而 欲求 系统 的 运动 及 
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约束 反 力 ， 则 需要 综合 应 用 这 些 定 理 。 一 般 常用 方法 如 下 : 
(1) 动量 定理 (质心 运动 定理 ) 和 动能 定理 联合 应 用 。 先 用 动能 定理 求 系统 的 运动 ， 
后 用 动量 定理 (质心 运动 定理 ) 求 系统 的 约束 反 力 。 
(2) 动量 定理 (质心 运动 定理 ) 和 定 轴 转 动 微分 方程 及 平面 运动 微分 方程 联合 应 
先 用 定 轴 转 动 微分 方程 及 平面 运动 微分 方程 求 系统 的 运动 ， 后 用 动量 定理 ( 质心 运动 定 
理 ) 求 系统 的 约束 反 力 。 
【 例 12 -8】 如 图 12.17(a) 所 示 为 高 炉 上 料 卷 扬 机 ， 卷 简 绕 О, 轴 转 动 ， 转 动 惯 量 为 
J 了， 半径 为 R， 在 其 上 作用 一 力 偶 矩 MM。 已 知 料 斗 重量 为 P， 运 动 时 受到 阻力 作用 ,阻力 系 
数 为 f。 滑 轮 和 钢 绳 的 质量 及 轴承 摩擦 均 不 计 ， 系 统 初 始 静 止 。 求 :(1) 当 料 斗 走 过 距离 з 
时 的 速度 和 加 速度 ;(2) 钢 绳 的 拉力 ; (3) 轴承 0, 的 动 反 力 。 
解 : (1) 根据 动能 定理 求 料 斗 走 过 距 离 * 时 的 速度 和 加 速度 。x* 取 整体 为 研究 对 象 ， 受 
力 分 析 如 图 12. 17(a) 所 示 。 由 于 系统 初始 状态 为 静止 ， ТТ” 




































































动能 为 


Т, =0 % 
设 当 料 斗 经 过 * 距离 时 的 速度 为 v， 此 时 系统 的 动 ж 


= А 





系统 在 运动 过 程 中 只 有 力 偶 M、 重 力 P 及 阻力 Fs 做 功 ， 料 斗 走 过 距 离 * 时 各 力 的 总 
功 为 
Ут, = М.ф-Р · 5 · эта - Ру *5 =М-ф-Р-5- эта -}-Р + сова "5 


由 运动 学 可 知 : pg = 高 、wo, =, КЛИКЕ 7, - Т, = УИ, 有 


Ри sina — /Рсоѕо | + 5 а 
+2) (9 Psina – ЈР; а) (а) 
解 得 料 斗 走 过 距 离 * 时 的 速度 为 
Е Ре М – РКѕіпа – ЎРКсоѕа ) 5 
Е РЕ? + Ја 
Жа) 两 边 对 时 间 1 求 时、 并 注意 到 v= ; ， 可 得 料 斗 走 过 距 离 ; 时 的 加 速度 为 


(М – PRsina -/РЕсова) 
РЕ? + Ја 








а= 


Еһ 
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(2) 根据 质点 运动 微分 方程 求 钢 绳 的 拉力 。 取 料 斗 为 研究 对 象 ， 受 力 分 析 如 图 12.17 (b) 
所 示 。 列 料 斗 的 运动 微分 方程 
Ta =Fr – Рэша -Fs 
0=Fy – Рсоѕа 
并 且 有 Е =fF、， 联 立 求解 可 得 钢 绳 的 拉力 
Е; «Е, + Ріпа + Fs = _ МК + & 1 (зта +/соѕа) р 
Б РК? +=] 
(3) 根据 质心 运动 定理 求 轴承 О 的 动 反 力 。 取 卷 简 为 研究 对 象 ， 受 力 分 析 如 图 12. 17 (с) 
所 示 。 列 质心 运动 方程 
та, = У Е,: Бо, + Бұсов =0 > 


тас, = ХБ. Роу + Ғүзіпа Or «К 
其 中 ，F4 = Fr+， 解 得 轴承 0, 的 动 反 力 < 





讨论 : 
(1) 本 题 是 物体 系统 问 是 ni 求 约束 反 力 ， 且 题目 中 涉及 路 


程 *。 因 此 先 考虑 用 动能 定理 水 世 速 度 和 加 速度 。 г 求解 时 ， 动 能 的 计算 与 刚体 
运动 形式 有 关 ， 本 题 中 卷 简 绕 ЕЯ 平 动 。 同 时 还 必须 正确 找 册 运动 
学 之 间 的 关系 。 2 

БЕСТІ 2) 由 于 动能 定理 中 不 涉及 理想 约束 的 
约束 反 力 ， 使 用 动能 定理 求 轴 承 -(f 的 动 反 力 和 负 强 的 拉力 。 本 题 采用 了 质点 运 
动 微分 方程 和 质 沁 运 动 定理 来 分 别 求 动 反 力 和 钢 绳 拉力。 由 于 卷 简 作 定 轴 转动 ， 攻 质心 
О, 的 加 速度 等 于 零 。 本 题 求 钢 强 拉力 时 ， 也 可 以 着 简 为 研究 对 象 ， 利 用 刚体 定 轴 转 动 和 


分 方程 求解 ， 即 由 MM-7'R=Je СД =) 求解 。 


(3) 轴承 0 的 反 力 包括 动 反 力 和 静 反 力 ， 题 目 只 要 求 动 反 力 ， 所 以 由 卷 简 重 力 引 起 
的 静 反 力 可 不 考虑 。 

[9112-9] 提升 机 构 的 鼓 轮 半径 为 >, 重量 为 己 ， 可 绕 轴 心 转 
动 ， 转 动 惯量 为 yo。 若 在 轮 上 加 一 常 力 偶 矩 M， 使 鼓 轮 上 卷 绕 的 绳子 
帅 起 一 重量 为 P, 的 物体 ， 如 图 12. 18 所 示 。 物 体 自 静 止 开始 上 升 ， 略 
去 绳 重 和 各 处 摩擦 。 求 重 物 上 升 时 的 加 速度 c， 轴 承 О 的 约束 反 力 及 当 
鼓 轮转 过 ф 角度 时 重 物 的 速度 。 

Ж. 先 利 用 动能 定理 求 重 物 的 速度 和 加 速度 。 研 究 整体 ， 受 力 分 
析 如 图 12. 18 所 示 。 假 设 当 鼓 轮 绕 转轴 转 过 gp 角 时 鼓 轮 转动 的 角速度 为 
w， 角 加 速度 为 <。 由 于 系统 初始 静止 ， 故 有 

Т, =0 








1 
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当 鼓 轮 绕 转 轴 转 过 ф 角 时 的 系统 的 动能 为 
Т, = 二 oo + = рр 


式 中 利用 了 公式 "= 站 ， 在 鼓 轮 由 静止 绕 转轴 转 过 ф 角 过 程 中 ， 系 统 所 受 的 全 部 力 做 的 
功 为 

















ХУ = Ме - Рф = (М - Р.г) Ф 
代入 质点 系 的 动能 定理 7， -т, = Ум, 可 得 
(a) 


故 当 鼓 轮转 过 w 角 时 重 物 上 升 的 速度 为 





v=wW* r=r 
对 式 (a) 两 边 同时 求 导 ， 并 利用 Ф =, 


Ср, 
к г 


Јов + Рё < 
故 重 物 上 升 时 的 加 速度 a -> А ХА 





> 
% 


хо”. КЕЗІ Қы 
Е ы 


данады А Аалы ий 研 9 i 18 所 示 。 由 质点 系 的 动 





量 定理 ， 有 
%, = У ғ 


Жат, р, 为 质点 系 的 动量 在 y 轴 上 的 投影 ， 即 p, = а, т УЕ = Рао Ру -Р,, ҚАҚ 


式 ， 可 得 轴承 0 的 约束 反 力 Fo 
М -Pr 
Jog + Ру? 


бл = %9 


动能 定理 描述 了 质点 或 质点 系 的 动能 和 作用 于 质点 〔〈 质 点 系 ) 的 力 所 做 功 的 关系 。 
本 章 的 重点 是 掌握 动能 和 功 的 概念 ; 掌握 刚体 作 平 动 、 定 轴 转 动 、 平 面 运动 的 动能 的 计 
Ж; 掌握 常见 的 力 (如 重力 、 弹 性 力 、 作 用 在 作 定 轴 转 动 刚体 上 的 力 或 力 偶 ) 做 功 的 
计算 。 

动能 定理 是 一 个 标量 方程 ， 只 能 求解 一 个 未 知 量 ， 且 主要 用 于 求解 速度 、 加 速度 等 运 


Р, 
ылы ы ‘Pr 
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动量 问题 。 动 能 的 改变 不 仅 与 外 力 有 关 ， 而 且 与 内 力 有 关 ， 因 此 不 管 是 内 力 还 是 外 力 ， 
а қанатын он oe рей 
能 定理 时 ， 只 需 计算 主动 力 的 功 。 动 能 定理 直接 建立 了 主动 力 与 速度 之 间 的 关系 ， 这 给 计 
算 带 来 许多 方便 。 

动力 学 普遍 定理 解 题 的 一 般 步骤 如 下 : 

(1) 根据 题 意 ， 确 定 研究 对 象 ， 并 选取 适当 的 定理 。 

根据 各 个 定理 特点 灵活 使 用 各 定理 : 动量 定理 ( 质心 运动 定理 ) 主要 用 于 已 知 运 动 求 
约束 反 力 。 定 轴 转 动 微分 方程 及 平面 运动 微分 方程 、 动 能 定理 主要 用 于 已 知 主动 力求 运 
动 。 若 遇 到 已 知 主动 力求 系统 的 运动 及 约束 反 力 时 ， 则 需要 综合 应 用 各 定理 。 一 般 的 方法 
是 先 利用 定 轴 转 动 微分 方程 及 平面 运动 微分 方程 或 动能 定理 求 运动 ， 后 利用 动量 定理 (Ж 
心 运动 定理 ) 求 约束 反 力 。 

另外 还 应 知道 ， ЕН 统 的 运动 。 因 为 方程 
中 只 考虑 主动 力 做 功 ， 所 以 不 必 将 系统 拆 开 ， н 一 般 情 况 下 ， 不 须要 对 系 
纺 进 行 过 力 分 析 ， 这 是 由 于 动能 定理 中 不 出 现 未 知 的 的 

(2) 受 力 分 析 ， 画 受 力图 а 2 5 ГОЙ 完全 相同 。 根 据 受 力 情 
况 ， 判 定 系统 是 否 满足 守恒 条 件 。 хў 

(3) 运动 分 析 。 应 在 图 中 西 出 质点 或 质 | 的 过 度 、 加 违 度 的 方向 ， 并 计算 出 相应 定理 


中 所 需 的 有 关 运 动量 。 SW 
(4) 根据 动力 学 普遍 定理 列 8% Ж, Ші 
v 


„и % 
х СЖ = Е у 
12-1 вые 00 Ж Ме 


12-2 ени 7 滑轮 的 细 绳 ， 由 静止 起 同时 向 上 有 爬升 。 如 甲 
жож РК) 

(1) ЯАЯ Е? 

(2) 谁 的 动能 最 大 ? 

(3) 谁 做 的 功 多 ? 

(4) 如 何 对 甲 、 乙 两 人 分 别 应 用 动能 定理 ? 

12-3 ”两 个 均 质 圆 盘 ， 质 量 相同 ， 半 径 不 同 ， 静 止 平 放 于 光滑 水 平面 上 。 如 在 此 两 
盘 上 同时 作用 相同 的 力 偶 ， 在 下 述 情况 下 比较 两 圆 盘 的 动能 的 大 小 。 

(1) 经 过 同样 的 时 间 间 隔 : 

(2) 转 过 同样 的 角度 。 

12-4 质量 、 半 径 均 相同 的 均 质 球 、 圆 柱 体 、 厚 圆 简 和 薄 圆 简 ， 同 时 由 静止 开始 ， 
从 同一 高 度 沿 完全 相同 的 针 面 在 重力 的 作用 下 向 下 作 纯 滚动 。 

(1) 由 初始 至 时 间 1:， 重 力 做 的 功 是 否 相 同 ? 

(2) 到 达 底 部 瞬时 ， 动 能 是 否 相同 ? 

12-5 两 个 均 质 圆 盘 质量 相同 ，4 盘 半 径 为 RR B 盘 半 径 为 r， 且 尺 >r。 两 盘 由 同一 
时 刻 ， 从 同一 高 度 无 初速 地 沿 完全 相同 的 斜面 在 重力 的 作用 下 向 下 作 纯 滚动 。 哪 个 圆 盘 先 
到 达 底 部 ? 
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12-6 某 汽车 的 速度 由 零 增 加 到 4т/в, 再 由 4m/s 增 大 到 8m/s， 在 这 两 个 过 程 中 ， 
汽车 发 动机 所 做 的 功 是 否 相等 ? ЯНА? 

12-7 设 水 的 阻力 与 轮船 速度 的 平方 成 正比 ， 当 船 速 加 倍 时 ， 发 动机 的 输出 功率 应 
为 原来 的 多 少 倍 ? 

12-8 车 削 工 件 时 ， 为 什么 吃 刀 深 度 大 时 需 降 低 主 轴 速 度 ? 


Сэ м) 


一 、 是 非 题 (正确 的 在 括号 内 打 “VM”， 错 误 的 打 “ x ”) 

. 圆 轮 纯 滚 动 时 ， 与 地 面 接触 点 шыға Аы ( ) 

. 理想 约束 的 约束 反 力 做 功 之 和 人 恒 等 于 零 。 > С 52 

.由 于 质点 系 中 的 内 力 成 对 出 现 ， 所 以 内 力 的 功 的 代数 i 等 于 零 。 ( ) 

. 弹簧 从 原 长 压缩 10cm 和 拉 长 10cm， 弹 繁 力 做 功 粗 等 。 ( ) 
ше (9 


. 质点 系 动能 的 变化 与 作用 在 质点 系 上 的 外 力 Қ ЕЛЕР 
. 三 个 质量 相同 的 质点 ， 从 距 地 面相 同 的 高 宏 以 相同 的 初速 度 ， 一 个 向 上 抛 出 


ШАРТЫН, 度 相等。 ( 
т. 动能 定理 的 方程 是 矢量 式 。 АМ ( 
( 


ЭШ 
=. жен ыж» 
нета мы, пи . 
人 Нина 为 零 
З, х ноут 为 om ЕЗДЕ ОА сымын 
Ж, ол аққан гЬ, ЕЖУ 沐 纯 滚动 ， 若 轮 心 的 速度 为 w， 则 系统 的 动能 





олы ом - 


4. ТЕ 其 刚度 系数 为 ， 另 一 端 连接 一 重量 为 P 的 重 物 ， 如 图 12. 20 
所 示 。 初 始 时 弹簧 为 自然 长 ， 当 重 物 下 降 / 时 ， 系 统 的 总 功 四 = Б 

5. 如 图 12.21 所 示 的 曲柄 连 杆 机 构 ， 滑 块 4 与 滑 道 BC 之 间 的 摩擦 力 是 系统 的 内 力 ， 
设 已 知 摩擦 力 为 F 且 等 于 常数 ， 则 曲柄 转 一 周 摩擦 力 的 功 为 

6. 平行 四 边 形 机 构 如 图 12. 22 тк, 0,А-0,В-т, 0,4 //0,В, НЯ ОА 以 角速度 
о 转动 。 设 各 杆 都 是 均 质 杆 ， 质 量 均 为 m， 则 系统 的 动能 7 = о 








Е 12. 19 
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图 12.22 


7. 均 质 杆 4B， 长 为 1， 质量 为 m，4 端 靠 在 墙 上 ，B 端 以 等 速率 v 沿 地 面 运动 ， 如 
图 12. 23 所 示 。 在 图 示 瞬 时 ， 杆 的 动能 为 а 
8. ЛЕМ 12.24 中 , 均 质 摆 杆 04， 质 量 љу =5kg, 长 1= aa 


15kg， 由 杆 ОА 通过 套 简 带 动 在 水 平面 内 运动 。 设 图 示 | > 
в =0.9ш, ИЕ 04 的 动能 为 Е 








1. 若 质 点 的 动能 保持 不 变 ， 则 


) 其 动量 必 守 恒 (B) 质点 必 作 直线 运动 
(С) 质点 必 作 匀速 运动 (0) 质点 必 作 变速 运动 
2. 汽车 靠 发 动机 的 内 力 做 功 ， 下 
(A) 汽车 肯定 向 前 运动 (B) 汽车 肯定 不 能 向 前 运动 
(С) 汽车 动能 肯定 不 变 (D) 汽车 动能 肯定 变 


3. 如 图 12. 25 所 示 ， 半 径 为 RR、 质 量 为 т, 的 均 质 滑 轮 上 ， 作 用 一 常 力矩 WM， 吊 升 一 
质量 为 m, 的 重 物 ， 则 重 物 上 升 高 度 六 的 过 程 中 ,力矩 W ВУЗ № = 


(А) м. (В) mgh (с) Мрт (р) 0 


4. 均 质 圆 盘 质 量 为 m， 半 径 为 RR， 在 水 平面 上 作 纯 滚动 ， 设 某 瞬 时 其 质心 速度 为 w， 
时 圆 盘 的 动能 是 5 

(А) та (В) Зп (с) Fm (0) тӛ 

5. 如 图 12. 26 Лк, ЕВЕ В 沿 三 棱柱 4 的 斜面 运动 ， 三 棱柱 4 沿 光 滑 水 平面 向 左 
































见 
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运动 。 已 知 4 的 质量 为 m, ，B 的 质量 为 m,; 某 瞬 时 4 的 速度 为 vw，B 沿 斜 面 的 速度 为 vw， 
则 此 时 三 棱柱 В 的 动能 7= о 


(А) Тт (В) Тт (а) 
(с) т, (2-02) (р) ат [ (о = 0050)? + ѕіп20] 
м 





В 12. 25 


Ж 
6. 如 图 12. 27 所 示 ， 两 均 质 轮 质量 为 m， А 2 用 绕 在 两 轮 上 的 强 系 在 一 起 。 


设 某 瞬时 两 轮 的 角速度 分 别 为 wo, 和 wa ， 则 系 


(А) Па + Dm (Кө, у, % 
(8) $F (Snr jo 9? 
(о (те +3 айыу. 

о sl т (Ко Е. із Я ы 


м. ++ Ра 12. 27 

1. 摆 锤 质 т, КАЛ», ШЕ 12. Д 所 示 。 求 摆 锤 由 点 4 а В, ДЖ 
由 4 点 经 过 最 低位 置 点 B 到 点 C 的 过 程 中 摆 锤 重力 所 做 的 功 。 
2. 重量 为 2000N 的 刚体 在 已 知 力 =500N 的 作用 下 沿 水 平面 滑动 ， 力 FF 与 水 平面 夹 
角 a=30°。 如 接触 面 间 的 动 摩擦 系数 /=0.2， 求 刚体 滑动 距离 ;=30m 时 ， 作 用 于 刚体 各 
力 所 做 的 功 及 合力 所 做 的 总 功 。 

З. 弹 得 原 长 为 1/,， 刚 度 系数 为 上 =1960N/m， 一 端 固定 ， 另 一 端 与 质点 М 相连 ， 如 
图 12. 29 所 示 。 试 分 别 计算 下 列 各 种 情况 时 弹簧 力 所 做 的 功 。 

(1) 质点 由 Mi Ж М,; (2) ЖАН М, ЖМ,; (3) ЖАМ, 至 MI。 








те 
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4. 计算 图 示 各 物体 的 动能 。 已 知 物体 均 为 均 质 ， 其 质量 为 m， 几 何 尺 寸 如 图 12. 30 


所 示 。 
о oY mo 
| 6 
"“ а о 
У 
А 
(а) (Ы) (с) (4) 


В 12.30 


5. 如 图 12. 31 所 示 ， 与 弹簧 相连 的 滑 块 M， меж Кин, 网 环 和 弹簧 都 











在 同一 铅 直 平面 内 。 已 知 滑 块 的 重量 У = 100N， 弹 簧 原 长 15cm， 弹 徐刚 度 系数 = 

400N/m。 求 滑 块 М 从 位 置 4 运动 到 位 置 В 过 程 中 ， 所 做 的 功 及 合力 的 总 功 。 

6. 长 度 为 1、 质 量 为 m 的 均 质 杆 ОЛ оно. es， 并 以 等 角速度 о 绕 销 直线 转 
| 试 求 杆 的 动能 。 








动 ， 如 图 12. 32 所 示 。 若 杆 ОА 与 铅 直线 的 夹 


КМ 










<< ЖҰ 
х! В 12.31 个 图 12.32 
7 


7. 摩擦 阻力 等 于 正 压 力 与 滑动 摩擦 系数 的 乘积 。 为 测定 动 摩擦 系数 ， 把 料 车 置 于 斜 
坡 顶 4 处 ， 让 其 无 初速 度 地 下 滑 ， 料 车 最 后 停止 在 С 处 ， 如 图 12. 33 所 示 。 ВА, м, 
5 ， 试 求 料 车 运行 时 的 动 摩擦 系数 广 

8. 如 图 12. 34 所 示 ， 一 不 变 力 偶 矩 W 作用 在 绞车 的 均 质 鼓 轮 上 ， 轮 的 半径 为 >， 质量 
为 mi 。 绕 在 鼓 轮 上 绳索 的 另 一 端 系 一 质量 为 m, 的 重 物 ， 此 重 物 沿 倾角 为 а 的 斜面 上 升 。 
设 初 始 系统 静止 ， 斜 面 与 重 物 间 的 摩擦 系数 为 六 试 求 绞车 转 过 w 角 后 的 角速度 。 
































图 12. 34 





9. 两 均 质 杆 4C 和 BC 各 重 为 己 ， 长 为 7， 在 点 С 由 铵 链 相连 ， 放 在 光滑 的 水 平面 上 ， 
如 图 12. 35 所 示 。 由 于 4 和 中 端的 滑动 ， 杆 系 在 铅 垂 平面 内 落下 。 设 点 С 初始 时 的 高 度 为 
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hh， 开 始 时 杆 系 静止 ， 试 求 贸 链 С 落地 时 的 速度 大 小 。 

10. 两 均 质 杆 АВ 和 ВО НЕВЕ В 相连 ， 杆 的 А 端 放 在 光滑 的 水 平面 上 ， 杆 的 0 端 为 
МЕ ЕЕЕ, ШІН 12.36 所 示 ,。 已 知 两 杆 的 质量 均 为 m， 长 均 为 !， 在 杆 4B 上 作用 一 不 变 
的 力 偶 矩 M， 杆 系 从 图 示 位 置 由 静止 开始 运动 。 试 求 当 杆 的 4 Зп ЗА СЗС АЕ О 时 ， 杆 4 端 
的 速度 。 























A 





图 12.35 


И. 如 图 12.37 所 示 的 曲柄 连 杆 机 构 位 于 水 平面 е Wi， 长 度 为 -， 连 杆 
外 量 为 W, ， 长 度 为 7/， 滑 块 重量 为 W: ， 曲 柄 及 и 今 在 曲柄 上 作 
上 一 不 变 转 矩 M， 当 人 40B =90" 时 ，4 а 当 曲 柄 转 至 水 平 向 右 位置 时 4 点 
的 速度 。 

12. 带 式 输送 机 如 图 12. 38 Фа: Құ, WI， 带 轮 B、C 的 重量 均 为 W， 半 径 
为 R， 视 为 均 质 圆 盘 ， We а оссеин. 系统 由 静止 开始 运 
动 ， 不 计 传 送 带 的 质量 ， калу ЕНЕ. ы Пу итуе, 








Уп і 






































13. 如 图 12. 39 所 示 两 个 相同 的 均 质 滑轮 ， 半 径 均 为 R， 重 量 均 为 W， 用 绳 缠 绕 连 接 。 
如 动 滑轮 由 静止 落下 ， 带 动 定 滑轮 转动 ， 求 动 滑轮 质心 С 的 速度 we 与 下 落 距 离 h 的 关系 
并 求 点 С 的 加 速度 ac。 

14. 均 质 杆 48 的 质量 m =4kg， 其 两 端 甚 挂 在 两 条 平行 等 长 的 绳子 上 ， 如 图 12. 40 所 示 。 
杆 АВ 处 于 水 平 位置 ， 设 其 中 一 条 绳子 突然 断 了 ， 试 求 此 瞬时 另 一 条 绳子 的 张力 。 

















图 12.40 
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15. 均 质 杆 ОА 可 绕 水 平 轴 0 转动 ， 另 一 端 贸 接 一 圆 盘 ， 圆 盘 可 绕 贸 4 在 铅 垂 平 内 自 
旋转 ， 如 图 12. 41 所 示 。 已 知 杆 ОА 长 为 1!， МЫ т, ИМИ К, 质量 为 m,。 
摩擦 不 计 ， 初 始 时 杆 ОА 水 平 ， 且 杆 和 圆 盘 静止 。 试 求 杆 04 与 水 平 线 成 6 角 时 ， 杆 的 角 
速度 和 角 加 速度 。 

16. 如 图 12. 42 所 示 ， 半 径 为 m ， 质 量 为 mi 的 圆 轮 工 沿 水 平面 作 纯 滚 动 ， 在 此 轮 上 绕 
一 不 可 伸 长 绳子 ， 绳 的 一 端 绕 过 滑轮 开 后 悬挂 一 质量 为 т, 的 物体 W， 定 滑轮 开 的 半径 为 
疡 ， 质 量 为 mw ， 圆 轮 / 和 滑轮 开 可 视 为 均 质 圆 盘 。 系 统 开 始 处 于 静止 。 求 重 物 下 降 刀 高 度 
时 圆 轮 工 质心 的 速度 ， 并 求 绳 的 拉力 。 






































图 12.41 В 12. 42 


17. 如 图 12. 43 所 示 机 构 中 ， 滚 轮 和 ы 质量 分 别 为 m, 、ma ， 半 径 均 为 
К, ЖИВИ Л а, 21. 滚动 摩擦 ， 滚 轮 C 在 斜面 上 作 纯 滚动 。 今 在 鼓 轮 
上 作用 一 力 偶 矩 W。 试 求 : (1) 3 9 角 加 速度 ; (2) 的 约束 反 力 。 
18. 如 图 12. 44 所 示 的 系统 由 у 轮 半径 为 R。 轮 C Е 
缠绕 一 刚度 系数 为 的 无 重 弹 竹 ” а 5). ЖИЫН, ИМК, 16 
з 


时 在 轮 0 上 挂 一 重 物 ， Уы 度 和 加 速度 ， 以 及 轮 C 与 地 面 间 
的 摩擦 力 。 










图 12.43 图 12.44 
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15 в 
达 并 贝尔 原理 


‚ № 
В / Ай 
Леген ғы 


通过 本 章 的 学 习 ， 要 求学 生 了 解 惯性 力 定 Айка, 定 轴 转 动 、 平 面 运动 时 惯性 
力 系 的 简化 ; нк. 动力 学 问题 。 
„уу 


= № 


актами таана айна, 定 轴 转 动 和 平面 运动 刚 
体 惯性 力 系 的 简化 ， 能 а ит 
问题 。 > 


5 
СК, 


1743 年 ， 达 朗 贝 尔 考虑 受 约束 质点 的 运动 。 他 首先 区 分 了 外 力 和 内 力 而 内 力 可 以 互相 
抵消 ， 因 此 有 效力 静态 地 等 于 外 力 ， 该 结论 被 称 为 达 朗 贝尔 原理 。 该 原理 将 约束 归结 为 力 
的 作用 而 提供 了 解决 受 约 束 质 点 系 动力 学 问题 的 一 般 方法 。 他 在 《动力 学 原理 》 ФМЕТ 
达 关 贝尔 原理 。 

小 时 候 ， 吃 过 棉花 糖 的 同学 可 能 还 记得 : 制作 棉花 糖 的 装置 [如 图 13.01(a) 所 示 的 
棉花 糖 机 ] 中 间 是 一 个 能 旋转 的 金属 容器 ， 金 属 容器 的 外 侧面 有 很 多 小 孔 ， 容 器 底部 没有 
孔 ; 容器 的 下 部 放置 一 个 煤油 喷 灯 。 先 点 燃 喷 灯 加 热 容器 ， 然 后 用 脚 踏 装置 使 侧 壁 带 有 人 小 
孔 的 容器 旋转 ， 当 旋转 的 容器 被 加 热 到 适当 温度 时 从 容器 上 部 的 一 个 开口 加 入 和 白 砂 糖 ， 白 
砂糖 被 下 部 喷 灯 加 热 熔融 后 变 成 液态 ， 液 态 的 糖 在 离心 力 的 作用 下 被 甩 出 容器 侧 壁 上 的 小 
孔 ， 经 过 空气 冷凝 变 成 白色 丝 状 物 ， 用 棒 捞 取出 来 就 成 了 千 丝 万 缕 的 棉花 糖 。 

也 许 有 的 同学 坐 过 过 山 车 或 旋转 飞机 [图 13.01(b)、 图 13.01(c) ] 或 者 看 过 速 滑 运动 
员 在 弯 道 时 采取 深 嘴 、 向 弯 道 内 侧 倾 人 儿 、 用 左手 触摸 冰 面 等 滑 跑 姿 势 [图 13.01(d) ] ， 这 些 
惊心动魄 游戏 都 给 我 们 留 下 很 深 的 印象 。 地 球 和 月 球 之 间 有 万 有 引力 ， 为 什么 月 球 不 会 掉 下 来 
呢 ? 如 果 你 仔细 观察 ， 会 发 现 高 速 公路 或 铁路 的 转弯 处 是 向 内 倾斜 的 【图 13.01(e) ] ， 这 是 





理论 力学 „анааан 


什么 原因 呢 ? 你 也 可 以 根据 未 章 的 知识 ， Беа кази апаа, 当 你 
晨练 时 ， 弯 道 跑 或 者 在 速度 滑冰 中 进行 谊 道 滑行 等 ， 你 一 定 会 懂得 如 何 保 护 好 自己 避免 受 
到 伤害 。 
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== 


电动 棉花 糖 机 
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(а) 棉花 钻机 









(а) 速度 滑冰 (ғ) 洗衣 机 的 脱水 简 


Ей “ОУ візи КА; ж 


в WE 
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前 面 介绍 了 解决 动力 学 问题 的 两 种 方法 ， 即 质点 运动 微分 方程 的 方法 和 以 牛顿 定律 为 
基础 的 动力 学 普遍 定理 方法 ， 能 有 效 地 解决 某 些 质 点 或 质点 系 (ВИЖ) 的 动力 学 问题 。 但 
随 着 社会 科技 水 平 的 提高 ， 各 种 不 同 的 机 器 和 机 械 设 备 在 工程 实际 中 得 到 越 来 越 多 的 使 
。 在 这 些 机 器 设备 的 设计 、 制 造 和 使 用 中 出 现 了 大 量 的 非 自 由 质点 系 的 动力 学 问题 。 对 
于 这 类 问题 ， 人 们 引入 惯性 力 的 概念 ， 假 想 在 质点 或 质点 系 〈 刚 体 ) 上 加 上 惯性 力 ， 则 可 
应 用 静 力学 写 平衡 方程 的 方法 求解 动力 学 问题 。 这 种 方法 称 为 达 朗 贝尔 原理 ( 又 称 为 动静 
法 ) ， 它 提供 了 求解 动力 学 问题 的 一 种 普遍 方法 。 


1311 惯性 力 的 概念 


在 达 衣 贝尔 原理 中 涉及 惯性 力 ， 所 以 可 先 讨论 惯性 力 的 概念 。 下 面 举 两 个 实例 来 
说 明 。 

例如 ,一 名 工人 在 水 平 光滑 直线 轨道 上 推 质 量 为 m 的 小 车 ， 如 图 13. 1(a) 所 示 ， 设 
手 作 用 于 小 车 上 的 水 平 力 为 fF， 小 车 将 获得 水 平 加 速度 a， 如 图 13. 1(b) 所 示 。 由 牛顿 第 
二 定律 可 知 尺 =ma。 同 时 ， 由 于 小 车 具有 惯性 ， 这 个 惯性 力 使 小 车 保持 其 原来 的 运动 状态 
而 给 手 一 个 反作用 力 严 ， 由 作用 和 反作用 定律 ， 可 知 
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Е'= -Е = 一 ma 
即 小 车 的 惯性 力 大 小 等 于 小 车 的 质量 与 加 速度 的 乘积 ， 方 向 和 加 速度 的 方向 相反 。 
(22 





, 《NI 

об 
再 比如 质量 为 m Й9/ЛУЖ, ТЕЛЕН 平面 内 通过 绳子 绕 中 心 轴 О 作 匀 速 圆周 运动 ， 
圆周 的 半径 为 R， 小 球 的 速度 为 妈 速度 为 a, ， 如 图 132(a) 所 示 。 小 球 在 水 平面 内 只 











受 绳子 的 拉力 Е (27) ШЕЛІ, от. 5 二 定律 可 写 为 =ma,。 巾 
于 小 球 的 惯性 ， 小 е ам Е' 2 13.2(b) 所 示 。 由 作用 和 反 作 


定律 ， 可 知 А Е 
Е’ І % 


即 小 球 的 惯性 eed 方向 和 加 速度 的 方向 相反 。 

从 以 上 两 个 例 子 可 见 ， 质 点 受 力 改变 运动 状态 时 ， 由 于 质点 的 惯性 ， 质 点 将 给 予 施 力 
物体 一 个 反作用 力 ， 这 个 反作用 力 称 为 质点 的 惯性 力 。 质 点 惯性 力 的 大 小 等 于 质点 的 质量 
与 其 加 速度 的 乘积 ， 方 向 与 质点 加 速度 的 方向 相反 。 























cn jC 


(а) (5) 
图 13.2 


正 蝎 必 绚 ”质点 的 达 朗 贝尔 原理 


设 一 质点 的 质量 为 m， 在 主动 力 F 和 约束 外 力 F\ 的 共同 作用 下 ， 产 生 的 加 速度 为 a， 
如 图 13.3 所 示 。 根据 牛顿 第 二 定律 ， 有 
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式 上 组 成 一 平衡 力 系 ， 这 就 是 质点 的 达 朗 贝尔 原理 。 
应 该 着 重 指出 ， 质 点 真实 的 受 力 只 有 主动 力 和 约束 
反 力 ， 惯 性 力 只 是 假想 地 加 在 质点 上 ， 上 面 提 到 的 “平衡 ” 力 系 只 


图 13.3 





衡 力 系 ， 质 点 也 并 非 处 于 平衡 状态 。 我 们 这 样 做 的 目的 只 母 将 为 学 问题 化 为 带 力 学 问 
题 求解 ， 为 动力 学 问题 提供 另 一 条 求解 的 途径 。 同 时 ， L 尔 原理 也 是 分 析 力 学 的 
基础 。 


oe ни 
用 达 朗 贝尔 原理 求 速度 "与 0 角 之 间 的 关 
解 : 将 小 球 视 为 质点 ， 小 球 在 主 ИИ 的 作 
То зана и Маң аке 知 质点 只 有 法 向 加 速度 
， 在 质点 上 假想 地 加 上 一 个 惯 位 те 
бал = 个 力 的 作用 下 在 每 一 „ВНИИ, о 


Fvsing =0，FNcosb — px 
将 上 面 两 式 消去 у, УТ 


CP 
而 Еу = та, ХУ 即 有 


Ізіп0” 





Е, = телапб ЖА к. 


2 -айапбвіп0 
也 即 
= Vgltanbgsinb 


【 例 13 -2】 如 图 13.5 所 示 的 列车 在 水 平 轨道 上 行驶 ， 车 厢 内 悬挂 




















动 时 ,绳子 与 铅 垂 线 成 6 角 。 


(9113-11 一 圆锥 扎 如 图 13. 4 所 示 。 质 量 паалы 绳 的 男 一 


是 形式 上 的 一 种 平 


Е+Ех =та 

上 式 又 可 写 为 
Е-Еу%(-та) =0 

上 式 中 - та 即 为 质点 的 惯性 力 ， 用 Fl 来 表示 ， 于 是 上 式 
可 写 为 

Е-Еу«Е, =0 (19ғ-1) 

式 (13 -1) 表明 ， 质 点 运动 的 任 一 瞬时 ， 作 用 于 质点 

上 的 主动 力 、 约 束 反 力 及 假想 加 在 质点 上 的 惯性 力 ， 在 形 














ЗА, БЕНО 


量 为 由。 当 车 厢 向 右 作 匀 加 速 运动 时 ， 单 摆 向 左 偏转 的 角度 为 p， 求 车 厢 的 加 速度 。 


。 列 x 方向 的 平衡 方程 ， 即 


而 Fi =ma， 代 入 上 式 ， 可 解 得 
а = апф 





mgsinp ~ Ficosp =0 


9 角 随 着 加 速度 a 的 变化 而 变化 ， 当 a 


т. 选 摆 锤 为 研究 对 象 ， 它 受到 重力 mg 和 绳子 
拉力 Еу 的 作用 。 假 想 地 增加 一 个 惯性 力 Fi， 
贝尔 原理 可 知 ， 摆 锤 在 这 些 力 的 作用 下 处 于 平衡 状 


ІНІҢ 





固定 时 ， 
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9 角 也 固定 不 变 。 因 此 ， 只 要 测 得 偏转 角 p， 就 能 知道 列车 的 加 速度 c。 这 就 是 摆 式 加 速 
计 的 原理 。 











13.2 质点 系 的 达 朗 贝尔 原 


设 有 n 个 质点 组 成 的 质点 系 ， 其 中 任 一 个 质点 i 的 质量 为 mw ， 加 速度 为 w ， 此 质点 上 
除了 作用 有 真实 的 主动 力 F; 和 约束 反 力 Fyn; 外， 还 假想 地 在 这 个 质点 上 增加 它 的 惯性 力 
Fi;， 由 质点 的 达 朗 贝尔 原理 ， 有 

Е,«ЕҒұ«Е,-0 (i=1, 2，…，m) (13-2) 

式 (13 -2) 表明 ， 质 点 系 运动 的 每 一 瞬时 ， 作 用 于 系 内 每 个 质点 的 主动 力 、 约 束 反 力 
和 该 质点 的 惯性 力 组 成 一 个 平衡 力 系 。 иди ИЯ 

如 果 把 真实 作用 于 第 i 个 质点 к Е; 严 ， 则 式 (13 -2) 可 改 









































Е + Е! +Е; =0 2 п) (13-3) 
wh 力 和 虚假 的 惯性 力 ， 在 形式 上 组 成 
-平衡 力 系 。 

必须 指出 ， oa 由 于 每 一 个 质点 处 于 平衡 ， 整 个 质点 系 也 
就 处 于 平衡 。 对 于 整个 质点 系 的 静 力学 中 的 平衡 条 件 可 知 ， 空 间 任意 力 系 平衡 的 
充分 必要 条 НЕЕ ЧР Рена 

Ук + Ув + же. 0 
АК ҚУ Мы = 0 

а атын 反 向 ， 共 线 ， 因 此 有 Ум = 0 

Ум,(Е!) = 个 这 样 ， 上 面 两 式 可 简化 为 
ооа 
У м,(Е:) + У Mo(F,) =0 

式 (13 -4) 表明 ， 作 用 于 质点 系 上 的 所 有 外 力 与 虚 加 在 每 一 个 质点 上 的 惯性 力 在 形式 
上 组 成 平衡 力 系 ， 这 就 是 质点 系 达 朗 贝尔 原理 的 又 一 表述 形式 。 

在 静 力 学 中 ， 称 УР ЛЖ, УМ, (Е) 为 力 系 对 点 0 的 主 矩 。 现 在 称 
Ув, ЗЕЕ, У МСЕ) 为 惯性 力 系 对 点 0 的 主 矩 。 将 静 力 学 中 空间 任意 力 
系 的 平衡 方程 和 式 (13 -4) 比较 , 式 (13 -4) 中 分 别 多 出 了 惯性 主 矢 ХЕ) ТЕЖ 
避 Mo (i) 。 由 质点 系 的 达 朗 贝尔 原理 ， 质 点 系 所 受 的 全 部 真实 力 加 上 全 部 虚假 惯性 力 
后 ， 在 形式 上 构成 一 平衡 力 系 。 因 而 可 ТІГІ 求解 平衡 问题 的 方法 ， 求 解 动力 学 
问题 。 

【 例 13 -3】 如 图 13.6 所 示 的 定 滑轮 半径 为 -， 质量 为 т, 均匀 分 布 在 轮 缘 上 ， 可 绕 
水 平 轴 0 转动 。 跨 过 滑轮 的 无 重 绳 的 西端 挂 有 质量 分 别 为 m 和 mm 的 两 重 物 (ту >т,), 











(13-4) 
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绳 和 轮 之 间 不 打滑 ， 轴 承 摩擦 忽略 不 计 ， 求 重 物 的 加 速度 。 

解 : 以 滑轮 和 两 重 物 组 成 的 质点 系 为 研究 对 象 。 作 用 在 
该 系统 上 的 外 力 有 重力 тв. тов, тур 和 轴承 的 约束 反 
力 Fo,。 

因为 mi > m,， 则 两 重 物 加 速度 的 方向 和 惯性 力 的 方向 如 
图 13.6 М/А, НВ, а" = -a， 惯 性 力 分 别 为 

Еи = -та, Е} = -ma’=ma 

滑轮 可 视 为 由 许多 质点 组 成 的 质点 系 。 记 轮 缘 上 任 一 点 
i 的 质量 为 mi ， 由 该 点 加 速度 的 大 小 和 方向 可 确定 该 质点 的 
惯性 力 的 大 小 为 








2 





Ру = т; 一 2 
方向 如 图 13. 6 所 示 。 由 质点 ви 质点 系 在 
) =0, 有 


ыы 所 有 这 些 力 的 作用 下 处 үші он ХМо(Е 
(та Ё = тв – Ё, NA Fir=0 
即 хх 


(т = та Ко А У таг = 0 
而 У, таг = У њ,)а = о 整理 后 得 х. 
Ў ИИ: Ка Wx 


и 


应 用 动静 法 求解 质点 系 动力 学 问题 时 ， 需 在 质点 系 实际 所 受 的 力 系 上 虚 加 各 质点 的 惯 
性 力 ， 以 便 构 成 假想 的 平衡 力 系 。 所 有 质点 的 惯性 力也 构成 一 个 力 系 ， 称 为 惯性 力 系 。 由 
于 刚体 是 由 无 数 个 质点 组 成 的 质点 系 ， 要 对 每 一 个 质点 添加 惯性 力 ， 然 后 列 平衡 方程 来 计 
Ж, 一 般 来 说 是 相当 困难 的 。 若 利用 静 力学 中 力 系 简化 理论 ， 可 将 原 惯性 力 系 向 一 点 简 
化 ， 得 到 主 矢 和 主 矩 ， 并 用 它们 来 表示 原来 整个 较 复杂 的 惯性 力 系 的 作用 效果 ， 将 给 解 题 
带 来 很 大 方便 。 所 以 我 们 用 达 朗 贝尔 原理 分 析 刚 体 动力 学 问题 之 前 ， 先 要 分 析 刚 体 惯性 力 
系 的 简化 问题 。 

对 于 作 任 意 运 动 的 质点 系 ， 把 实际 所 受 的 力 系 和 虚 加 惯性 力 系 向 任意 点 0 简化 ， 所 得 
主 矢 和 主 矩 分 别 记 为 Fh 、M。、Firn 、Mio ， 由 力 系 的 平衡 条 件 ， 可 得 
Еұ%Ғқ =0; Mo +Mio =0 
由 质心 运动 定理 Fh =mac， 代 入 上 式 得 
Ев = – тас (13-5) 
即 质点 系 惯性 力 系 的 主 矢 恒 等 于 质点 系 总 质量 与 质心 加 速度 的 乘积 ， 方 向 与 质心 加 速度 的 
方向 相反 。 
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由 静 力 学 中 任意 力 系 的 简化 理论 可 知 ， 一 个 任意 力 系 的 主 矢 的 大 小 和 方向 与 简化 中 心 位 
置 无 关 ， 但 主 矩 一 般 与 简化 中 心 的 位 置 有 关 。 至 于 惯性 力 系 的 主 矩 ， 一 般 来 说 也 与 简化 中 心 
的 位 置 有 关 。 下 面 对 刚体 平 动 、 定 轴 转 动 、 平 面 运 动 时 惯性 力 系 简化 的 主 矩 进行 讨论 。 


刚体 作 平 动 


刚体 作 平 动 时 ， 每 一 瞬时 刚体 内 任 一 质点 i 的 加 速度 a; 
与 质心 С 的 加 速度 ec 相同 ， 即 a; =ac， 刚 体 的 惯性 力 系 构成 
一 组 相互 平行 的 力 系 ， 如 图 13.7 所 示 。 任 选 一 点 0 为 简化 中 
(о, ЕНІ Mio 表示 ， 有 


Мо- Хғ ХЕ; = Хғ х (- та, ) 



































=- (Ут; )х ас = - тис хас = -гох Ец 
(13 
式 中 ，rc 为 质心 C 到 简化 中 心 0 的 矢 径 。 式 (13 -6) ы 图 13.7 


明 ， 如 果 取 质心 С 为 力 系 的 简化 中 心 ， 即 re =0, МИ 
的 主 矩 恒 等 于 零 。 因 而 ， Уве и 质心 上 的 一 个 合力 Ев, 
其 大 小 和 方向 由 式 (13 -5) 给 出 


刚体 作 定 轴 转 动 СЫ 


刚体 绕 定 轴 2862), ТТГ ЖЕНЕ ДУА» 和 =。 在 刚体 内 任 取 一 质点 
M;， 其 质量 为 m;， 其 到 转动 禹 的 距离 为 r,;， 根 据 刚 人 角速度 和 角 加 速度 可 以 确定 质 
点 叶 的 切 向 惯性 力 Е", жіне 生 力 Ер, ПІ ЧИН 13. 8(a) 所 示 。 大 小 分 别 为 


7 И; = тах = тие, = туа" -тұга? 
ТЕНИ НЕЕ 5570 为 简化 中 心 ， шн зн 所 示 的 坐标 系 syz， 质 点 MM 的 
МЕВА (аи, Ма) 。 由 前 面 的 分 析 已 经 知道 ， 力 对 任意 点 0 的 矩 矢 在 通过 该 点 的 某 轴 上 
的 投影 ， 等 于 力 对 该 轴 的 矩 ， 所 以 只 要 知道 惯性 力 对 三 个 坐标 轴 的 矩 M4,.、Mi, 和 М, 
性 力 对 点 О 的 矩 矢 就 可 以 确定 了 。 下 面 分 别 计算 惯性 力 对 *、y、z 轴 的 矩 。 由 图 13.8(b) ， 
很 容易 求 得 惯性 力 对 х 轴 的 矩 

= Ум) = УМ. (Еу) + УМ, (В) 

= У т,,есоѕ6, “Жж У тг; 0? віп, + 2; 





其 中 


ЛЕ" Ӯ; 
соз; = Шы віпб, = 一 
т 


і 
М,-ғУХтха-а У ту 
2. = Уту, 1. = У тха 


由、 几 -是 刚体 对 于 = 轴 的 两 个 惯性 积 ， 它们 取决 于 刚体 质量 对 于 坐标 的 分 布 情况 。 
是 ,惯性 力 系 对 于 x 轴 的 矩 为 











М, ==/,. 71. (13-7) 
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同 理 ， 可 得 惯性 力 系 对 于 y 轴 的 矩 
М, ==/,. +02], (13-8) 
惯性 力 系 对 于 z 轴 的 矩 为 
М, = -=/, (13-9) 


Жер, Л, 为 刚体 对 转轴 z 的 转动 惯量 。 
可 见 ， 当 刚体 绕 定 轴 转 动 时 ， 惯 性 力 系 向 转轴 上 一 点 0 简化 的 主 矩 为 
Мо = Mii+t Mj + Mik (13-10) 
式 中 ，Mi,、Mi, 、Mi 的 表达 式 如 式 (13 -7) ~ 式 (13 -9) 所 示 。 如 果 刚 体 有 质量 对 称 平 
面 且 该 平面 与 转轴 z 垂直， 简化 中 心 О 取 为 此 平面 与 z 轴 的 交点 ， 则 


Л. = У туа -0,1,- У таа = 0 
则 М, =М, =0， 此 时 惯性 力 对 点 0 的 主 矩 为 42 








Мо-М,--еғ/, 5% 
通过 以 上 分 析 ， 可 以 得 到 这 样 的 结论 ; 当 刚体 有 质 % 看 且 绕 垂直 于 该 对 称 平面 的 
轴 作 定 轴 转动 时 ， 惯 性 力 系 向 转轴 与 对 称 平 6 简化 ， 最 后 得 到 一 个 力 Fn А) 
0 速度 





Mio 的 力 偶 。 这 个 力 等 于 刚体 质量 与 质心 加 速 方向 与 质心 加 速度 的 方向 相反 ; 
ие ла +. 的 乘积 ， 转 向 与 角 加 速度 相反 ， 如 
图 13.8(c) 所 示 。 У 4 





(а) (©) 
图 13.8 


如 不 取 点 0 而 取 质 心 С 为 简化 中 心 ， 如 图 13. 9 所 示 ， 将 惯 
性 力 系 向 质心 С 简化 ， 就 得 到 作用 于 质心 С 的 惯性 力 РИ 
平面 内 的 惯性 矩 Wic = -=Jce， 其 中 Jec 是 刚体 对 于 通过 质心 而 与 
转动 轴 :平行 的 轴 的 转动 惯量 。 如 果 固 定 轴 通过 质心 C， 则 惯性 
力 系 向 质心 C 简化 后 的 主 矢 Fn =0， 只 需 增 加 一 个 惯性 力 偶 ， 
力 偶 矩 Mic = -Jce。 
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(1 ”刚体 作 平 面 运动 


这 里 只 讨论 刚体 有 质量 对 称 平面 ， 且 平行 于 此 平面 运 
动 的 情形 。 取 质量 对 称 平面 内 的 平面 图 形 ， 如 图 13. 10 所 
示 。 由 运动 学 可 知 , 平面 运动 可 分 解 为 随 质 心 的 平 动 和 绕 
质心 的 转动 。 设 质心 С 的 加 速度 为 ac， 转 动 的 角 加 速度 为 
а, 0] 



































PR = - тас 
Мис = -Ле= 
式 中 ，/c 是 刚体 对 于 质心 C НР ТӘТЕ (ГІ 
转动 惯量 。 В 13.10 
由 以 上 讨论 可 知 ， 有 质量 对 称 平面 的 刚体 ， и © 
此 平面 运动 时 ， АИ сета 这 个 力 通过 质心 
C， 大 小 等 于 刚体 的 质量 与 质心 加 速度 的 乘积 8 ыы 这 个 力 
п На танин 量 与 角 加 速度 的 乘积 ， 转 向 
与 角 加 速度 相反 。 
НУР АНТ, НИЕ ВЕСИ № даний рар Са 


ЕЕ ЛЙ; 
惯性 力 和 惯性 力 偶 ， 写 出 平衡 













Ме -0 А 


试 求 当 质心 C 处 于 转 轮 的 转动 中 


的 反 力 。 





惯性 力 系 向 质心 C 简化 后 得 到 
Ға, ТЕЖ Ме =0， 如 图 13. 11 


整体 在 4、 所 受 的 约束 反 力 和 可 
的 作用 下 处 于 平衡 状态 。 而 


и 
Ев = ео” 
Р 


列 平衡 方程 


Хғ. =0 Е. +Ер, = 0 
УЕ, =0 Е, +Рь, + Е = 0 


е и 
转 轮 重量 У = 


у А зу. АВ =h=1m, BD = = 
тал 如 图 13.11 所 示 。 


20kKN， 并 以 n= 


БО ЕТІМ, 


即 当 CD 平行 于 y 轴 时 ， 推 力 轴承 4 ЛОК В АБ 


解 : 转 轮作 匀速 转动 时 ， 因 为 没有 角 加 速度 ， 
质心 C 只 有 向 心 加 速度 ， 而 无 切 向 加 速度 。 刚 体 
惯性 力 系 的 主 矢 


所 示 。 


研究 对 象 ， 进 行 受 力 分 析 。 根 据 达 朗 贝尔 原 





ЕЈ ЖҮЙЕЛІ a 
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УЕ. =0 Ғ,-Ғ-0 
ХМ(Ғ) -0 -Р, АР е =0 
Ум,(Е) =0 Fy-h=0 
由 上 述 5 个 方程 解 得 轴承 的 约束 反 力 为 
Б,<Е,-0 


Ре 1 1 

ғ, = (1 + 4), ғ, = “1 2) 
Жо -6000г/ шіп -2л x100rad/s 及 其 他 数据 代入 ， 解 得 

Fi, = —20kN, Fs, = -20КМ, Fi, =20kN 


在 Fy 及 Fs, 的 表达 式 中 ， 2а 这 一 项 是 由 于 转动 Б... ій 计算 数值 


时 ， РЕЗОН АИТ, 所 以 FF 及 Ев, АА 等 于 偏心 转 轮 的 转动 而 产 


生 的 动 反 力 。 

首先 ， 从 计算 结果 可 以 看 出 ,虽然 只 有 0.5%i 避 的 偏心 距 ， 转 速 也 不 是 太 高 ， 而 动 反 
дурка тки то т. ЕА КЕЛТЕ вк, ЗВОН 
反 力 越 大 ， 这 势必 使 轴承 磨损 加 快 ， 甚 至 引起 轴承 的 破坏 。 再 次 ， 注 意 到 质心 位 置 是 随时 
间 改 变 的 ， 惯 性 力 系 的 主 矢 PR 随时 介 而 发 生 周 期 性 的 变化 ， 使 轴承 动 约束 反 力 的 大 小 和 
方向 也 随时 间 发 生 周 期 性 的 变化 、 这 и 声 ， 同 样 加 速 轴承 的 磨损 和 
破坏 。 所 以 对 于 高 速 旋转 的 驳 22 ea 
心 距 。 为 了 消除 轴承 上 f 动 反 力 ， 过 刚体 的 质心 C， 通 过 质心 的 惯 
р 2. ТТТ ЗЫ ив НИЕ, 只 需 转动 轴 
是 刚体 的 中 心 Ж; 
【 例 13 ы 20kg， РАННЕЕ ЧЕЙ, ЗВ 
滑轮 В 而 在 另 一 端 系 有 质量 mi = 10kg 的 重 物 4， 如 图 13. 12(a) 所 示 。 求 滚 子 中 心 0 的 
加 速度 。 滑 轮 和 绳 的 质量 都 忽略 不 计 。 











ғ 
Ри 
с [4 А 
та тя 
(а) (с) 
图 13. 12 


解 : 设 滚 子 的 角 加 速度 为 =， 方向 为 顺 时 针 转 向 。 分 别 取 滚 子 和 重 物 为 研究 对 象 ， 滚 
子 和 重 物 承 受 的 真实 的 力 加 上 惯性 力 ， 如 图 13. 12(b) 和 图 13. 12(с) Иж. Ни Е, = 


Іле, Ғұ-тау-2туғе, 按照 达 妆 贝尔 原理 列 平衡 方程 








тад = те, Му = 


незнании 达 朗 贝尔 原理 ЕЛЕС 








滚 子 0 的 平衡 方程 有 
Ум,(Е) = 0 = Ер 21+ Е, -г+ Мо = 0 (а) 
重 物 4 的 平衡 方程 有 
Ук, =0 下 + 下-mg=0 (b) 
其 中 ，F = 的， 将 惯性 力 的 表达 式 代入 式 (a) 、 式 (b) ， 并 联 立 求解 ， 可 得 
4т в 





ё зт +8ту ҒЗ 


ХЕ, Ча» 0 的 加 速度 为 





【 例 13 -6】 均 质 圆 盘 0， 质量 т =20kg， 半 径 r=0. 45іш; ы -长 1=1.2m， 质 
Шат = 10kg 的 均 质 直 杆 АВ ЕНЕРІ ЗЫЛ ИО А 点 ， 如 A 所 示 。 设 圆 盘 上 有 
一 力 偶 矩 W =20М . m 的 力 偶 作用 。 求 在 开始 运动 (о в (1) 圆 盘 和 杆 的 角 加 速 
Ж; (2) 轴承 О 点 的 约束 反 力 。 

Ж. 设 圆 盘 和 杆 的 角 加 速度 分 别 为 e, 和 sx к 杆 承受 的 真实 的 力 加 


\ 
上 惯性 力 如 图 13. 12(е) 所 示 ， 其 中 Fle = трлн ге + 二 ca)， = рте. 按照 
达 朗 贝尔 原理 列 平衡 方程 ы 

хн) -Fic x 2-0 (а) 
取 整 体 为 研究 对 象 ЕАР, 如 图 13. 12(b) 所 示 ， 其 中 Mio = 


了 ras。 按照 oa N > 
“~ 
УДЫ -0 - ЖС. -Мс-МожМ-0 (ы) 
7 


























Е 13. 13 


将 以 上 惯性 力 表达 式 及 各 量 的 数值 代入 后 ， 联 立 求解 式 (a) 、 式 (b) ,得 
el =7. 9rad/s2 ，e = -4. 44rad/s? 
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УЕ, -0,ШІҒ,-Ғо-0, АК 0 水 平方 向 的 约束 反 力 
Ро, =Pic =m(rel+ 二 ea) =8.91N 


Нн УЕ, = 0, ШЕ, -те-та=0, ВРК О 垂直 方向 的 约束 反 力 
Fo,=mg + ту = 294. ЗМ 


у 
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本 章 通过 在 运动 的 物体 上 假想 地 增加 物体 的 惯性 力 ， 而 将 动力 学 问题 变 成 静 力 学 间 
题 ， 然 后 应 用 静 力学 列 平衡 方程 来 解决 动力 学 问题 。 达 朗 贝尔 原理 又 称 为 动静 法 。 该 原理 
是 求解 非 自由 质点 和 质点 系 动力 学 问题 的 普遍 方法 ， акан 7 力 和 构件 的 动 载荷 等 问 
题 中 得 到 广泛 应 用 。 

本 章 要 求 掌握 惯性 力 的 概念 ， 理 解 质点 和 质点 系 的 达 А. ышы 
一 个 质点 系 ， 其 惯性 力 的 简化 要 依据 刚体 作 平 动 、 定 09 平面 运动 三 种 情况 而 有 不 同 
的 处 理 方法 。 

Оита анан ақ аа алата жал, 


сеен ть 
1-1 meme пи Ваще, 两 者 有 何 














异同 之 处 ? 举例 说 明 
13-2 2 КЕ Ба 匀速 圆周 运动 中 的 质点 有 无 








惯性 力 ? к! ў 水 从 企 缘 切线 方 所 人 否 是 惯性 力 的 作用 结果 ? 

13-3 К 贝尔 原理 时 ， 对 静 的 质 点 是 否 需要 加 惯性 力 ? 对 运动 着 的 质点 是 
否 都 需要 加 惯性 困 ? 

13-4 质点 在 空中 运动 ， 只 受到 重力 作用 ， 当 质点 作 自 由 落体 运动 、 质 点 被 上 抛 、 


质点 从 楼 顶 水 平 弹出 时 ， 质 点 惯性 力 的 大 小 和 方向 是 否 相 同 ? 
13-5 任意 形状 的 均 质 等 厚薄 板 ， 垂 直 于 板 面 的 轴 都 是 惯性 主轴 ， 对 吗 ? 不 与 板 面 


ТІПТЕН 
С» т) 


一 、 是 非 题 (正确 的 在 括号 内 打 “V”， 错 误 的 打 “ x”) 

1. 凡是 运动 的 质点 都 具有 惯性 力 。 ( ) 
一 质点 系 用 达 朗 贝尔 原理 所 列 出 的 平衡 方程 ,相当 于 质心 运动 定理 和 定 轴 转 动 微 
лане ай с) 
3. ЖИ 从 刚体 作 何 种 运动 ， 其 惯性 力 系 向 一 点 简化 的 主 矢 都 等 于 刚体 的 质量 与 其 质心 
的 乘积 ， 方 向 与 质心 加 速度 的 方向 相反 。 ( ) 

只 有 转轴 通过 质心 ， 定 轴 转 动 刚 体 的 轴承 上 才 一 定 不 受 附加 动 反 力 的 作用 。 
( ) 
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应 用 达 朗 贝尔 原理 ， 对 静止 的 质点 都 不 需要 增加 惯性 力 ， 而 对 运动 的 质点 都 需要 





增加 惯性 力 。 (9 
6. ЕВА 50И, ТЕРАБНЯ НАЛ РЕ 77 З ау ляс ЕЙ ЗЕНА ( ) 
7. 平面 运动 刚体 上 的 惯性 力 系 如 果 有 合力 ， 则 必 作 用 在 刚体 的 质心 上 。 ( ) 
二 、 填 空 题 
质点 惯性 力 的 大 小 等 于 质点 的 和 的 乘积 。 
2. 把 动力 学 问题 在 形式 上 变 为 静 力学 问题 的 求解 方法 ， 称 为 о 


3. 两 根 长 度 均 为 1， 质 量 均 为 m 的 均 质 细 杆 48、BC,， 在 中 处 铵 接 在 一 起 。 杆 4B 可 绕 
中 心 0 转动 ， 如 图 13. 14 所 示 。 当 三 点 4、B、C 在 同一 水 平 直 线 上 ， 由 此 位 置 在 重力 的 
作用 下 开始 运动 时 ， 杆 48 的 角 加 速度 比 杆 BC 的 角 加 速度 
4. 均 质 细 杆 4B 质量 为 m， 长 为 L， 置 于 水 平 位 置 ， шін 13213 Те» 若 在 绳 ВС 突然 
剪断 瞬时 角 加 速度 为 e， 则 杆 上 各 点 惯性 力 的 合力 大 小 为 2” ‚ 作 
点 的 位 置 在 杆 的 处 。 ж” 


















































5. 如 图 13. өтінді т-1, ЕЕ Жың ОА 在 铅 直面 内 绕 其 一 端 0 
转动 ， деніне Ды: -22，: 的 单位 为 sy МЕУ тай, Мі -11М, ӨГІЗДЕР 
> 的 大 小 为 


力 系 向 点 0 : 疾 的 大 小 为 А 

6. 图 13. ТУУГА ЗСА АСАУ т, с 在 水 平 直线 轨道 上 作 纯 滚动 。 若 贺 
盘 中 心 C нда» ac， 则 圆 盘 的 惯性 力 向 盘 质 心 C 简化 的 主 矢 大 小 为 ， 主 和 矩 的 
大 小 为 о 











Е 13. 16 Е 13.17 


=. АНЯ 

1. 如 图 13. 18 所 示 的 四 种 情况 ， 惯 性 力 系 的 简化 只 有 ( ) 图 正确 。 

2. 四 个 具有 相同 质量 的 小 球 ， 分 别 按 图 13. 19 所 示 四 种 情况 运动 ， 其 中 惯性 力 为 
Ев = – тај 的 图 是 ( ) ， 其 中 7 表示 у 轴 的 单位 矢量 。 
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3. 已 知 曲柄 ОА 之 0O1B，O4 =г, es 度 和 角 加 速度 分 别 为 w Же, ШІЗ 13. 20 所 
ж. АВС) 为 一 弯 杆 ， 质量 为 m 的 амыр 沿 杆 CD 2 5), ЕРУ О.Е //АВ 瞬时 ， 此 滑 块 
尼 的 惯性 力 大 小 Pin 应 为 ы хз 

1 АВ. 

--тғ (3 ба ) сау Ж тга? 


8 
(с) 2448) кай) е”. 
4. 重量 为 накл, нж? 方向 相反 、 不 共 线 的 两 个 水 平 力 F, ЖЕ, 作 
， 如 图 13.21 所 示 。 若 地 面 光滑 时 ， 圆 轮 质心 作 ( ) 。 
(А) 匀 加 速 直线 运动 (В) 匀速 直线 运动 
(С) 匀速 曲线 运动 (0) 匀 加 速 曲 线 运动 


(А) Fn = 




















图 13. 20 图 13.21 


5. 定 轴 转 动 刚 体 在 下 述 情况 下 ， 其 转轴 是 中 心 惯性 主轴 的 情况 是 〈 Ds 
(А) 惯性 力 系 向 转轴 上 一 点 简化 只 有 主 矩 
(В) 惯性 力 系 向 刚体 上 但 不 在 转轴 上 某 一 点 简化 ， 只 有 主 矢 
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В ЈЕ 

(С) 惯性 力 系 向 转轴 上 某 一 点 简化 ， 只 有 主 矢 

(D) 惯性 力 系 向 刚体 上 不 在 转轴 上 的 某 一 点 简化 ， 只 有 主 矩 ， 且 主 矩 与 转轴 平行 。 

6. 刚体 作 定 轴 转 动 时 ， 附 加 动 约束 力 为 零 的 必要 与 充分 条 件 是 (  )。 

(А) 刚体 质心 位 于 转动 轴 上 

(в) 刚体 有 质量 对 称 面 ， 转 动 轴 与 对 称 面 垂直 

(С) 转动 轴 是 中 心 惯性 主轴 

(D) 刚体 有 质量 对 称 面 ， 转 动 轴 与 对 称 面 成 一 个 适当 的 角度 

7. КЕМ 1 ШЕН ОА 与 质量 为 m， 长 为 21 的 均 质 杆 48B 在 А 端 垂直 固 接 ， 可 绕 轴 
0 转动 ， 如 图 13. 22 所 示 。 假 设 在 图 示 瞬 时 ， 角 速度 о =0， 角 加 速度 为 a， 则 此 瞬时 АВ 
杆 惯性 力 系 简化 的 主 矢 PR 的 大 小 和 主 矩 Wio 的 大 小 分 别 为 〈 ) 


2 Р 

(А) Еһ =тіе (НТО), М = т. я 
ІН = Ю= 58 Р © 

(В) Fir = пи (作用 于 点 4)， Mio =3 4 ив = д“ 
(С) PR =/2т = (作用 于 点 0)， Мо =3"6 < 

(0) Fin =VSmle (作用 于 点 С), Моя AN 

8. 如 图 13. 23 所 示 ， mtn Зилан 高 hh=2m， 可 视 为 均 质 长 
方 体 。 货 种 ЗЕЕ ， 为 了 安全 运送 ， 则 小 车 的 最 大 加 速度 a 应 
为 ( ) ,VY % 













(D) 0.46 


图 13. 22 

9. 均 质 圆 盘 作 定 轴 转 动 ， 图 13.24(a) 、 图 13. 24(с) 的 转动 角速度 为 常数 (w = С), 

而 图 13.24(b) 、 图 13. 24(d) 的 角速度 不 为 常数 (w 关 C) ， 则 惯性 力 系 简化 的 结果 为 平衡 
力 系 的 是 ( ) 图 。 

















(а) 5) 
Ё 13. 24 


2571 


\ 理论 力学 wmmeee==== 


四 、 计 算 题 
1. 均 质 圆 盘 半 径 为 -， 重量 为 P， 从 静止 开始 沿 和 斜面 作 纯 滚动 ， 如 图 13.25 所 示 。 不 


计 滚 动 摩擦 力 ， 求 轮 心 的 加 速度 〈 已 知 斜 面 倾角 为 a) 。 
2. 如 图 13. 26 所 示 ， 滑 轮 重量 为 W， 可 视 为 均 质 圆 盘 。 轮 上 绕 以 细 绳 ， 强 的 一 端 固定 


在 4 点 , 求 滑轮 下 降 时 轮 心 C 的 加 速度 和 绳子 的 拉力 。 











< sh 13. 26 


а» С 处 系 一 细 强 绕 过 滑轮 





图 13.25 


3. 图 13. 27 所 示 为 一 半径 为 R， 重 为 О 的 均 
0， 强 的 男 一 端 系 一 重量 为 P 的 重 物 ， 轮 子 在 上 作 纯 滚动 ， 不 计 滑轮 的 质量 。 试 
求 : (1) 轮 心 C 的 加 速度 ，(2) Е: 278 
Г ЖЕЛЕК ТАТЕ 50), ДПР 13. 28 所 
99) 








4. 均 质 圆柱 重量 为 P， 半 径 为 R 
示 。 求 轮 心 的 加 速度 及 地 面 的 约束 ыр 





В 13. 27 Е 13. 28 


5. 两 细 长 均 质 直 杆 互 成 直角 地 固 连 在 一 起 ， 其 顶点 0 БЕН ЕРЕЖЕ, Д 
匀 角 速度 w 转动 ， 如 图 13. 29 所 示 。 求 长 为 a 的 杆 离 铅 垂 线 的 偏 角 ф 与 w 间 的 关系 。 
6. 质量 т = 10ка 的 均 质 杆 ， 用 三 根 绳子 吊 住 ， 尺 寸 如 图 13. 30 所 示 。 求 当 绳子 АС 突 


然 断裂 时 ， 绳 АЮ, ВЕ 的 拉力 。 
































图 13. 29 
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7. 曲柄 滑 道 机 构 如 图 13. 31 所 示 ， 已 知 圆 轮 半 径 为 ">， 对 转轴 的 转动 惯量 为 J， 轮 上 作 
用 一 不 变 的 力 偶 М, АВР 滑 模 的 质量 为 m， 不 计 摩 擦 力 。 试 求 圆 轮 的 转动 微分 方程 。 

8. 如 图 13. 32 所 示 的 曲柄 ОЛ 的 质量 为 m, ， 长 为 -， 以 等 角速度 о 绕 水 平 的 0 轴 逆 时 
针 转 动 。 曲 柄 的 А 端 推 动 水 平板 ， 使 质量 为 m, 的 滑 块 C 沿 铅 直方 向 运动 。 不 计 摩擦 力 ， 
求 当 曲柄 与 水 平方 向 夹 角 为 30" 时 的 力 偶 矩 W 及 轴承 0 的 反 力 。 


























图 13.31 
9. 在 如 图 13.33 所 示 的 曲柄 连 杆 机 构 中 ， % 以 不 变 的 速度 wo = 10лгай/в 
绕 0 轴 转 动 ， 连 杆 长 1=0.5m， 其 质量 my 526 块 质量 mp =5kg。 Ж В =0° В = 
180°Н{, ЕЖЕ АВ 所 受 的 反 力 。 
10. 在 如 图 13.34 所 示 机 构 中 ， ий 圆 盘 在 铅 直 平 面 内 作 匀 速 转 
动 ， 角 速度 为 wo。 求 在 图 示人 4 и 于 4B 杆 上 A кв 点 的 反 力 大 小 ,尺寸 如 图 








所 示 。 2 я, А 
>А х-” В х. 
д -5%- ЖА 4 
г»; 1 =] 
% 
Е 13. 33 РА 13. 34 


11. 均 质 长 方形 板 4BDE 的 质量 为 m， 边 长 48B =26, АЕ=Ь, НЕК ОА 和 
0,B 吊 在 水 平 固定 板 上 ， 如 图 13. 35 所 示 。 若 在 静止 状态 突然 剪断 细 绳 0,8， 试 求 该 瞬时 
质心 C 的 加 速度 cc ЖІ 014 的 拉力 的 大 小 。 

12. 两 根 相同 的 均 质 杆 04 ЖІ АВ 的 质量 各 为 m， 长 度 为 /， 以 匀 链 А 连接 ， 左 端 为 固 
ХЕЕЕ 0。 求 该 系统 在 如 图 13. 36 所 示 的 水 平 位 置 由 静止 开始 运动 的 瞬时 ， 杆 ОА 和 
АВ 的 角 加 速度 及 铵 链 支 座 О 的 约束 反 力 。 
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各 章 习 题 (计算 题 ) 部 分 答案 


жін м 
第 2 章 
1. Fr =3.284kN, cos(Fr, і) =206.3°, сов (Fr,j) =116.3° 


2. Т, =16.2kN, B=30° 

3. a=48.2°, Ен, =4.96kN А 

4. Б. =86.6N, F, -50М ж © 
Е =30М, Е, = -40N “а 


f 
2 ‚Е, Ж” 
Fa =0М, Е. =60N < 


Ед =56. 6N, Ед =56. 6% 
5. Ғұ-0 У 
6. (а) Е, =7. 070, Б), -3.54КМ; Р 54kN; 


(Ь) Ри =0, Е, =5КМ, А0 
(с) Ки, =9.33kN, Fh -3 Ер =6. 12kN тии. 指向 简 支 梁 ) 


7. Б. =15kN, кұс 28” 


5; ғ 0 866kN， "6 Зкм, Tpp =1k Жа. 
3.464kN, А 250 ” 








9. Ем =1. 73204, Fhc 

10. Fg 55 Рг 34. 36kN Ж < 
7 

п. po с, Fh = Вс, Е =C 


12. а 


13. Рис =Рир =В6 
14. Fag =2313, Е =115.5N, Ерс =2313, Ер) -84.5М 


15. (а) Pu = -#, в, =, 
2 қ 
(b) Fy=Fs=3P (Ел. Fs 方向 相反 ， 组 成 一 力 偶 ) ; 
(с) Ғұ-Ғу-0 


16. К, = Тк, Ель = ВАМ, Кол = ВАМ, Fgc = -7kN 


17. Е, = -1905М, Fs, -1905М, Ес, -1905Х, Fo, = -1905N 
18. Pi =3571%, Ри, = -3571N, Ес, = -3571М, Ес, =3571N 
19. М, =4kN .mm，P = Ер =1.155kN 





анне 各 章 习 题 ( 计算 题 ) 部 分 答案 1 


яз 
1. Ец, =2400N, ЕР, -1200Х, Рис =848. 5№ 
2. Fh =0, Mo =260\ + т 


, Го ЕЕЕ | 1 
3. (а) Ри =ча, Мо--уаа?; (Ь) Fh =>, Кн 


2 2 





4. (а) ғ, 40:84, Еу, =40КМ, М, =120kN - 
(b) Е, =0, Е, = -2.5КМ, Fs, = 1503, Б), =2.5kN 
5. Ча =60904, Р қа 


6. Fis =0, Е, =24а, Му = 


7. (а) Fs, =2400%, Бе О, Е,,--2400М, Е ром 
(b) Е, = –2400%, Р, = -1000N， њено 2000 


5+), йы ее 


гет “а 


” 





ғ, =, Fo 222-533, а-а, 55 
/ 


8 РІ | С: 27 Б = РЁ в 
9. Ё = -5,, Fw =Р, Бе: AS ғ ‚=, Ес =2Р 


入 Хх 
10. Ғқ-- За, Евр 多 А 


П. Р. = Pos алаты 
жаз > ж 7 


Таз 9kN 


#5: 











1. гы. SN -10.4kN, Еў 
2: т, М,-1.46ЕМ-т ТЭМ, = 
3. м ие - 
4 2. = Разтазт@ 
W 

5. Та =Т =Т= 
6. Т-ІКМ, Ру, =0, Fy, = -750N，PF = -500М, Е, -433М, Е, =500N 
7.Ғ-Е,--Е, Е,-Е, Е. ЕЕ, = Е, =0 

6 с М; _ М, _ _ _ М _ M, 
8. М, = с № +-„ Из, Fy = а’ Е. = де” Ғы =0, Ер,-- а Ем = т” 


9. Ра, =АКМ, Е, =-1.46КМ, Fp. =7.9kN，F = -2.9kN 
10. Fo, = -5KN，Fw = -4kN, Ро, =8КМ 
Мо, =32kN - т, Мо, = -30kN + ш, Мо, =20№ - т 
11. (а) Ри =0.412kN, Еу =0.213kN，F =0.375kN 
А 
7200 -п) 
13. (а) xc = – 58. тт, ус =0; (Б) хс =79. 7тп, ус = 34. тт 


12. хс = ，yc =0 


2611 
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|3 


2 
15. Fis =0, Ру = -3 (Pi+P), Е. =Р,+2, Fes=0, Еу -0, Ға- 


1. Ри =б |5, а=агаац/, 
1-/2 


Psin (а ғф,) 
соз (0-9,) 
3. (1) 4 先 滑动 ; (2) А, В 一 起 滑动 
4. 能 保持 平衡 ，Fs =201N % 
5. /-%9:223 
6 


а = arcsin 3 ту ғ 
4 %3л/ %- 
, Р 7 5 
а “апа — соза” = ЕТТІ + сова” е 


8. Они =8. 45KN 


, Ө-Ф, 








9. P=4.35N OR 
10. 0<9. 926° УХ 
хх» 








И. x >120cm < 
0-К Ar QO:R Ху Ж 

12; 2 (sina + [соб 21945; (sina -/с й. 

13. Р... =147.5№ ; Хх Е 

14. 49.610 <, 70.39% в > 

15. КЕС 4» 


г АҒ, са 5 Ж 
эта соза япа + /, соза: 
22 = 大 


Я == ЕР - 
cosa + 太 sina сова — [эта 


17 oarosin 广大 — 
. Фф = агсѕіп + 








18. Р-500Х 
19. у, 20. 15 
20. 2 <7. Smm 
第 6 章 
1. 内 = 大 (cos 有 太一 sinAt) ， = — 1 ( coskt + sinkt) ; 
а, = = 142 ( coskt + sinkt) , а, = — 142 ( соз — sinkt) 
2. (1) 5=0; о0= Ко; а, =0, а, = Ко? 
(2) ‚=: v= ко; @: = -Ro а,- Re 


) s=R; v=0; а, = – Ко?, а,-0 
3. 直角 坐标 法 : x = Reos2wl，y = Кеіп201; и, = -2Ковіп2ой, и, =2Косозд ии; 








ннн" 各 章 习题 ( 计算 题 ) 部 分 答案 1 


а, = –4Ко? создал, а, = -4Ко?зтдаи 


自然 坐标 法 : se и-2Ко; а. =0, 





4. хи = (1+6) эта, yy = (1-5) соѕог; 








ТТ. МУНИ 








БУР 
5. («тау + 二 =1 
(6+0)? Е 
6. хр =гсово + VE – (гіпо + ћ)2, ур = —h 
и а 
7. v= -— а? +; а= 3 
х ж 


rsinwot 
8. Ө6-агаап 〈 一 一 一 一 
h—rcoswot 


9. Чі-0в1М, vy =15. 7сш/з; ау =0, а" =6. 17ет/87 № 


当 4=2s 时 , ии =0; ау = 12. Зеп/ 2, Ды? «< 





д ДЕ аі М ал SN 
хат ,2ст- 
11. у = esincwt + МЕ? -ez соғам в — esin2wt _ 
2 VR? -ez соз ай 


12. х-0.2соз4 т; v= -0.5 ее -2. 263/5? 


5%” 


13. ф- агоіап 4 = зай; 


в 
14. ф=252; v=1 
15. w= Втай/5у 2 = 38. 4rad/s? 


16. 转 а 20% а = 1тад/з? 
/ 1 
ніні 


$ ас 1%. ас-зте 
18. 2у-1.2т/в; а =7. 21/32, ау =0. бт/з? 
19. vc =0. 377 п/з 


20. =. = = Злу ; а = 592. 2т/з? 











21. Ф =3. 21а 
22. hi =2mm 
2 
23. оз -0, КЕНГЕ 
т 
第 7 章 


1. x'=W，y = acos( 愉 +p) ， 轨 迹 方程 为 y Е ғ“) 
2. гу =2Rwcosp， 方 向 水 平 向 左 
3. (а) в, =3. 09rad/s; (Ь) в, =1.82rad/s 
Зи ЕТІ з 
40) әсер 0с арз (2) кедр 
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5. Шір-04М, 2-0; Ч ф=30°Ї, и=100еш/з, Ш; 
4 ф=90°Н}{, и=200сш/з, т 

6. ивс =1. 26/3; авс -27.4т/в? 

7. ср =10cm/s; аср =34. бет/з? 

8. а, = У (п? +00)? + (те)? 

9. и= 2, 方向 向 上 


10. ө-1.732га4/в, = = -8. 6бғай/в7 
11. v=0. 173/5, а=0. 05т/«2 
12. оу =0. 173/5, ау =0. 35/5? 


п песа ‚№ 
14. ср = 了 oo; acp = 102, р < 
ня < ҳ}- 
1. 20-10 и + NN 


vc =15.6cm/s, vp =17cm/s 
ос =87. 7cm/s 

Фов =3.75rad/s, wi ж 
un ma vp 94 22-200 ее 


@лвс = Зав, Фу) =0. Srad/s 

















оқы 








6. ив = <<, = -57. ЖАМ -6. 67rad/s, epc =192. 6rad/sz 


АРҚЫ. БЕРИК 
ЗАТЕ уе “в 706, ву (Rr)r 
8 2, 1 22 
ы ав = 700, ео 52% 

КЕ 
9 Ve = т, ас = тей 
10. v=1. 151% 


П. оос =6. 186rad/s, вос = -78.17rad/s’ 
33 2 
12. Әср = 15", аср =3 m/s 
13. ай -400сш/82, аў = -170.5cm/s’, ас = – 170. 5ст/з? 


и. Зи 23/47 1 7.87 
14. ; ==0 


@0с = ов 4b’ 206 Я ұр + 96520 455-724; 
15. ау-1960тт/87, ғ =9. 8га4/з? 


16. =, УЕ: тос, ВОНИ 
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====mmamama 各 章 习题 ( 计算 题 ) 部 分 答案 1 








бе Rv ав= К Т да? (Ег)? + 





(Кг)? СЕ) 
18. аз =2а05, аъ =а (mwi - 220) 
13 10 (9-4,3), 
19. ws = ; ap = 一 wo 
2 9 
20. ә; =2щ/з, ve =2. 828m/s, ар <8ш/%, ас -11.31ш/з? 
第 9 章 
1. © лах = га 
г 
2. пам =67r/min 
3 


让 / 


1+ SS 

















4. х = сов + eosasink, у = sinasink Ў 
ХХ 
5. х= џуісоѕа, у = milsina Т! 
Са 
6. з=20 (1-е-#) A 
Е 
М) 
7. 122.025, + =7. 07) 
8. Е-17.2М АМ 
9. вс" Е (аға ), Ре =" (аз 
10. Еа Ку Ешь =5. 36kN ж 
де; Јова, W 
соза -/біна › 7 соза -/Біпа 
Е Е, 
12. x% = ml+ 一 7 (1 – соѕал) 
та? 
第 10 章 
Рио 
1. Fy= 
“Л 
2 (RM-RIM') 
жұта ан БІР; 
(ту %т;) RiR, 
3 4--(Мі-РЮК 
ГЕН, аа 
4 айы 二 
Я 3 (Р, +3P,) 
М — №, Кзта 2 1 
9: = ЭК, Fr = №, эта + —а 
Јов + К Е 
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理论 力学 панаванне 


ПОП 
6 О Е 
тігі + тут5 + Јо 


mR 


мр?” Ет =т& -та, Етв =fmg + а 


(Ру +2Р,) [та 





7. а= И 
і туи? + т + 
第 11 章 
1. := 人 
PsL+ (Ру «ОР, +2P;) Leoswt 
ЖЕ 21403 
2 2 (Ру +Р, +Р,) 
2 Р, +2P +2Р; 
Fomorx = 
3. 椭圆 42 +у2 =Р 
G+2W 
4.(1) х- РЕ + Р 119+ (2) Е 
5. 向 右 移 3. 77cm 
6. Г. ‚= (mgsing + maa) соз, Ж» 


"ть -/ (т +ma) eg 
ту + ту 

向 左 移动 ; 
т (кеу ,У 


8. s4 =17cm， 


б 


$ (2) 273 ҚР ҰР, ҰР)? 





а = G+ 21, 2% 


= хе -а) + (тзёзш + т, а) sing 





а Бе 
Ы т (А + г)? т; т +р? уб 
10. зА ам И 


3 


! 
ll. a -A F= -mesing 


12. ac =0.355g 
F-/(m+m) & 


13. a= 
т, 
тү +3 
14. Еур = аа ас, =gcosa，acy = 
第 12 章 


І. Ив = тат (1 + соѕф), 


2. №, = 12990. 4], №; = - 10500] 








_ 12а? рѕіпа 
12а? +12 


Wic = тато (cosp -sing) 


3. Wis =-2. 06], Ws =2. 06], №, -0 


Е 22. _ 
4.(а) Тетя; (b) Т-<ртК 


5. Иж =10], №; =5. 03] 


6; ТЕ твой зи? 0 


аз; (с) т=1тёо 


2, (4) = т 


=====m=amms= 各 章 习题 ( 计算 题 ) 部 分 答案 1 








А 

75 жә 
4 2 |Мо-т,дтф (эта + јсоѕа) 
227 ту %2т, 
9. v= ЗЕ 


10. оу = 5 [М0 -тё (1 - созд) | 








ЗМпа+ (1, +31, +3.) и 
人 У, +, 


М/К — №, зта М/К - №, зта Е 


12. v= |225 зат Е А 
ШЕ т, 2 


Bgh 4 $ 
13. ve = 5", асв р. «< 
14. Ғ-9.8М х} 
Зту + бт 3ml +6, у) 
- Вт +6бт gs азға +6, ВС 
150 ту %3т, 159, = т эе 


А magh %4т,) mg 
1629022 Зту «Ат, а 


2050 
т; %4т, ұбт > 
2(М-т, &Вз № т; ( ЖАЗ дым) 
(1) е ЧА (2) Fo "ра te, 
mstm? 5% ту %т, 
Е ж megRsina) . NS 
оу та Жу ) "ўша 
54 一 (3ml + т.) К Жес 2 
5 Ж 











(-2ШЫ2) | та-4ШІ/ 











р _ 4 1 
18. и= 7 27) А ГЕЯ Е = 3+ т 
第 13 章 
1 в зіпа 
а= 

2 А 
2. а=, Ег тұ 
іе ЕЕ. фес РО 

2Р+30 2Р+30 

2Тсоз гі А и! 
4. а= Зр 6, Ех =Р-Тзша, Е = 本 Teosa 


2 созф – а? ѕіпф 
(63 –а?) sin2p 
6. Fip =44.5№, Fps =54N 


5. өй =38g 


7. (Ј + тт? ѕїп2ф) ф + т? ф2 соѕфѕіпф = М 
好 


3 8 қ 3 
8. M= (ту +2m)er mr, Fo.= -mro, 
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к. 理论 力学 seemse===== 


Ро, = (ту + т) (ту +2т,) 4- 


9. B=0° 时 , Е, = -2329N, Е, =1382N, Е, = Е, =19. 62; 
В = 180°], Ғ,, = 1223.8, Ер, = -592N，P = Е, =19. 62% 


10. Ел, = -Зт2а8, Ру = тт, Гы, тт? Е 
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